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Tudnivaldk a vizsgazok szamara

A szébeli vizsgén a tétel cimében megjelolt téma kifejtését és a kitizott feladat megolddsat varjak
el a vizsgdzoktol.

A tétel cimében megjelolt témat logikusan, aranyosan felépitett, szabad eléadasban, énalléan
kell kifejtenie. A vizsgabizottsag tagjai akkor kérdezhetnek kozbe, ha teljesen helyteleniil indult el,
vagy nyilvanvald, hogy elakadt.

Ehhez a felkésziilési id6 alatt célszerid vazlatot készitenie. Ebben tervezze meg a cimben megjelolt
témakor(6k)hoz tartoz6 ismeretanyag rovid attekintését, dolgozza ki azokat a részeket, amelyeket
részletesen kifejt, oldja meg a feladatot. Vazlatat felelete kozben hasznélhatja.

A feleletben feltétleniil szerepelniiik kell az alabbi részleteknek:
* egy, a témahoz tartozo, a vizsgdzo vélasztdsa szerinti definicid pontos kimondésa;
* egy, a témahoz tartozd, a vizsgdzo valasztisa szerinti tétel pontos kimonddsa és bizonyitdsa;
* akitlizott feladat megoldasa;
* a téma matematikdn beliili vagy azon kiviili alkalmazasa, illetve matematikatorténeti vonat-
kozésa (tobb ismertetése vagy egy részletesebb bemutatdsa)

Ha a tételhez tartoz6 kitlzott feladat bizonyitast igényel, akkor ennek a megolddsa nem helyettesiti
a témakorhoz tartozo tétel kimondasat és bizonyitasat.

Hasznélhat6 segédeszkozok: a tételcimekkel egyiitt nyilvanossagra hozott képlettar (a vizsgabizott-
sdg biztositja), szoveges adatok tdroldsdra és megjelenitésére nem alkalmas zsebszdmoldgép, korzd,
vonalz6és szogmérd.

A tétellapra rajzolni és irni nem szabad!
Ertékelés
A szébeli vizsgan elérhetd pontszam 35. Az értékelés kozponti értékelési utmutatd alapjan torténik.

Az értékelési szempontok:

A felelet tartalmi osszetétele, felépitésének szerkezete 10 pont
Logikus felépités, szerkesztettség, tartalmi gazdagsag 6 pont
Ebben a pontban kell értékelni a feleletben szerepld, a témdhoz ill6 definicicknak, a kimon-
dott tételnek és bizonyitdsdnak a nehézségét is.

A felelet matematikai tartalmi helyessége 4 pont
A feleletben szerepld, a témahoz ill6 definicié helyes kimondasa 2 pont
Ha tobb definiciot is elmond, akkor a definiciora adhato 2 ponttal a legjobbat kell é rtékelni.
A feleletben szerepld, a témahoz ill6 tétel helyes kimondasa és bizonyitasa 6 pont
A tétel helyes kimondasa 2 pont
A tétel helyes bizonyitdsa 4 pont
A Kitiizott feladat helyes megoldasa 8 pont

Ha a feleld a feladatot csak a vizsgdztato segitségével tudja elkezdeni,
akkor maximum 5 pont adhato.

Alkalmazasok ismertetése 4 pont
Egy, a tételhez illd alkalmazds vagy matematikatorténeti vonatkozds részletes kifejtése, vagy 3-4
lényegesen eltérd alkalmazds vagy matematikatorténeti vonatkozds rovid ismertetése.

Matematikai nyelvhasznalat, kommunikacios készség 5 pont
Matematikai nyelvhasznalat 2 pont
Onallo, folyamatos eléaddsmod 2 pont
Kommunikécié 1 pont

Ez utébbi 1 pont akkor is jdr, ha a vizsgdzo ondllo felelete utdan nem volt sziikség kérdésre.

Felhivjuk a figyelmet, hogy azokndl a témakoroknél, ahol a cimben foglalt téma kifejtésének egyik
legfontosabb része alkalmazasok ismertetése, ott a matematikdn kiviili alkalmazasok felsoroldsat
helyettesitheti egy matematikdn beliili alkalmazas részletes ismertetése.
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1. Halmazok, halmazmiiveletek.
Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben.

Vazlat:

I. Halmazok, részhalmazok
n elemd halmaz részhalmazainak szdma
II. Halmazmiveletek (komplementer, uni6, metszet, kiilonbség, Descartes-szorzat), miveletek
tulajdonségai
III. Nevezetes ponthalmazok: kor (gomb), parhuzamos egyenespar (hengerfeliilet), szakaszfelezd
merGleges egyenes (sik), kozépparhuzamos, szogfelezd, parabola
IV. Egyéb ponthalmazok: ellipszis, hiperbola, 3 ponttdl, illetve 3 egyenestsl egyenld tdvoldgra
1évé pontok, 1atokoriv
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Halmazok, részhalmazok

A halmaz és a halmaz eleme alapfogalom, ezeket a kifejezéseket nem definidljuk. De a halmaz
megaddsanak szigord kovetelménye van: egy halmazt dgy kell megadnunk, hogy minden széba
johetS dologrol egyértelmiien eldonthetd legyen, hogy az adott halmazhoz tartozik vagy sem.

A halmazokat nyomtatott nagybetiivel, a halmaz elemeit kisbettivel jeldljiik a kovetkez6 mdodon:

A ={a; b; c}, ebben az esetben a €A, x ¢ A.

Halmaz megadasi médjai:

¢ Elemeinek felsorolasaval: A = {0; 2; 4; 6}

* Az elemeit egyértelmtien meghatarozé utasitassal: B = {egyjegyi paratlan szdmok}
* Szimbélumokkal: A = {x|x2—x—6=0}, B= {x|x2> 9}

* Venn-diagrammal:

DEFINICIO: Két halmaz egyenld, ha ugyanazokat az elemeket tartalmazzak.

DEFINICIO: Az elem nélkiili halmazt iires halmaznak nevezziik.
Jele: { } vagy @.

DEFINICIO: Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha A minden eleme a B halmaznak is eleme.
Jele: A C B.

DEFINICIO: Az A halmaz valédi részhalmaza a B halmaznak, ha A részhalmaza a B-nek, de nem
egyenld vele.
Jele: A C B.
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Tulajdonsagok:
¢ Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza: & c A.
* Minden halmaz 6nmaga részhalmaza: A C A.
e HaA c Bés B cCA, akkor A =B.
e HaA c Bés B c C, akkor A c C.

TETEL: Az n elemii halmaz 6sszes részhalmazainak szama: 2" (n €IN).

BIZONYITAS L: A bizonyitast teljes indukciéval végezziik, amelynek 1ényege, hogy elGszor belat-
juk egy konkrét n esetére az allitast, majd azt mutatjuk meg, ha az allitds igaz egy tetszbleges
n-re, akkor igaz az 6t kovets (n + 1)-re is, azaz bizonyitjuk az allitds 6rokl6dését.

Az iires halmaznak egyetlen részhalmaza van: 6nmaga (2° = 1).

Egy egyelemi halmaznak 2 részhalmaza van: az iires halmaz és 6nmaga (2' = 2).

Egy kételem( halmaznak 4 részhalmaza van: az iires halmaz, 2 egyelemi halmaz és 6nmaga
(22=4).

Tegyiik fel, hogy egy k elemd halmaznak 2 db részhalmaza van. Bizonyitani kell, hogy ez
oroklsdik, vagyis egy (k + 1) elemt halmaznak 2¥* ! db részhalmaza van.

Tekintsiik az elébbi k elem( halmazt. Ekkor ha az eddigi elemek mellé egy (k + 1)-edik ele-
met tesziink a halmazba, akkor ezzel megkétszerezziik a lehetséges részhalmazok szamat, hi-
szen az Uj elemet vagy kivalasztjuk az eddigi részhalmazokba, vagy nem. Vagyis a (k + 1)
elemd halmaz részhalmazainak szdma 2 - 2K =25+ 1 amit bizonyitani kivantunk. [J]

BIZONYITAS IL.: Az 1 elemi halmaznak (8) db 0 elemd, (’llj db 1 elemd, (gj db 2 elemd, ...

(n ’1 1) db n—1 elemd, (Z) db n elemi részhalmaza van, mert n elembdl k db-ot kivalasztani

(Z) -féleképpen lehet.

¢ .. . . (n n n n n
Igy az 6sszes részhalmazok szdma: (0) + (1) + (2j +..+ (n - J + (nj .

Vizsgaljuk meg 2" -t:

on =<1+1)" :(8).10 qn +(’l1).11 qn-1 +(g).12 qn-2 +‘“+(n’il).1n—1 .1 +(Z).1n10, ami

egyenld (0) + ( 1) + (2) +...+ (n . J + (n) -nel a binomidlis tétel miatt. [J

I1. Halmazmiveletek

DEFINICIO: Azt a halmazt, amelynek a vizsgélt halmazok részhalmazai, alaphalmaznak vagy
univerzumnak nevezziik. Jele: U vagy H.

DEFINICIO: Egy A halmaz komplementer halmazénak az alaphalmaz azon elemeinek halmazat

nevezziik, amelyek az A halmaznak nem elemei. Jele: A . (Fontos tulajdonsag: A=A )

DEFINICIO: Két vagy tobb halmaz unidja vagy egyesitése mindazon elemek halmaza, amelyek
legaldbb az egyik halmaznak elemei. Jele: L.

DEFINICIO: Két vagy tobb halmaz metszete vagy kozos része pontosan azoknak az elemeknek
a halmaza, amelyek mindegyik halmaznak elemei. Jele: M.
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DEFINICIO: Két halmaz diszjunkt, ha nincs kozos elemiik, vagyis a metszetiik iires halmaz.
ANB=0.

DEFINICIO: Az A és B halmaz Kkiilonbsége az A halmaz mindazon elemeinek halmaza, amelyek
a B halmaznak nem elemei. Jele: A\ B.

DEFINICIO: Az A és B halmaz Descartes-féle szorzata az a halmaz, amelynek elemei az 6sszes
olyan rendezett (a; b) par, amelynél a €A és b € B. Jele: A X B.

U U U
(8] U
(] (B) Y 3
Yo’ | &
Komplementer halmaz Két halmaz unidja Két halmaz metszete

OO0 @

Diszjunkt halmazok A és B halmaz A \ B kiilonbsége

Halmazmiiveletek tulajdonsagai

Kommutativ _ _
(felcserélhetd) AVB=BUA AnB=bnA
éﬁﬁﬁﬁ%mm) (AUB)UC=AUBUO) ANB)NC=AN(BNC)
it | 1220000000 [ 10wo0-anmuano

De-Morgan azonos- _— = = — = =
AUB=ANB és AnB=AUB

sagok
:(())l:’:ibbi azZonossa- AUuT=A AN =9
AUA=A ANA=A
AUA=U AN A=0
AuU=U ANU=A
A=A

II1. Nevezetes ponthalmazok a sikban és a térben

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyek a sik egy adott O pontjétdl adott
r tavolsdgra vannak, egy O kozéppontd, r sugaru kor.

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek a tér adott O pontjatdl adott r ta-
volsdgra vannak, egy O kozéppontd, r sugard gomb.

DEFINICIO: Adott egyenestSl adott tdvolsdgra 1évG pontok halmaza a sikon az egyenessel parhu-
Zamos egyenespar.

DEFINICIO: Adott egyenestdl adott tdvolsdgra 1évé pontok halmaza a térben olyan hengerfeliilet,
amelynek tengelye az adott egyenes.
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DEFINICIO: Két ponttdl egyenld tavolsdgra 1évS pontok halmaza a sikban a szakasz felez§-mer6-
leges egyenese.

Rl

Q

DEFINICIO: Két ponttdl egyenld tdvolsdgra 1évS pontok halmaza a térben a szakasz felezGmerdle-

ges sikja.
/E
/F
A

DEFINICIO: Két parhuzamos egyenestdl egyenld tavolsagra 1év pontok halmaza a sikban olyan
egyenes, amely a két adott egyenessel parhuzamos és tavolsagukat felezi (kozépparhuza-
mos).

DEFINICIO: Két metsz$ egyenestdl egyenld tavolsdgra 1évS pontok halmaza az altaluk bezért szo-
gek szogfelezé egyenesei. Két ilyen egyenes van, ezek merdlegesek egymasra.

zZo 2z sz

DEFINICIO: Egy egyenestGl és egy rajta kiviil 1év6 ponttdl egyenld tavolsdgra 1évG pontok halmaza
a sikon: a parabola.
Az adott pont a parabola fékuszpontja, az adott egyenes a parabola vezéregyenese (direktrixe),
a pont és az egyenes tdvolsdga a parabola paramétere.

IV. Egyéb ponthalmazok

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyeknek a sik két kiilonb6zG adott pont-
jatol mért tavolsdgosszege az adott pontok tdvolsdganal nagyobb dllandé: ellipszis.
A két adott pont (F és F) az ellipszis fokuszpontjai. Az adott tdvolsdg az ellipszis nagyten-
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gelye, az F|F, szakasz felez&merGlegesének az ellipszis tartomdnydba esd szakasza az ellip-
szis kistengelye.

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyeknek a sik két kiilonb6zG adott pont-
jatol mért tavolsagkiilonbségének abszolit értéke a két adott pont tavolsaganal kisebb dllan-
doé: hiperbola.

A két adott pont (F; és F,) a hiperbola fékuszpontjai, az adott tdvolsag a hiperbola fétengelye.

sz

TETEL: Hérom adott ponttdl egyenld tavolsdgra 1évS pontok halmaza a sikon egy pont (ha a 3 pont
nem esik egy egyenesre), vagy lires halmaz (ha a 3 pont egy egyenesre esik).

>
[e°]
o

TETEL: A hdromszog hdarom oldalfelezd merSlegese egy pontban metszi egymast.

BIZONYITAS: Tekintsiik az ABC hdaromszog AB és BC oldaldnak oldalfelezd merSlegesét. Ezek az
egyenesek metszik egymadst, mert a hdromszog oldalai nem lehetnek parhuzamosak egymaés-
sal. Jeloljiik a két oldalfelez merdleges metszéspontjat M-mel. Ekkor M pont egyenld tdvol-
sdgra van A és B csucsoktdl (mert M illeszkedik AB szakaszfelezd merSlegesére), illetve B és
C csucsoktdl (mert M illeszkedik BC szakaszfelez6 merdlegesére). Ebbdl kovetkezik, hogy
M egyenld tavolsagra van A és C csticsoktol, tehat M-n 4thalad AC oldalfelezd merdlegese.
Tehéat a harom oldalfelezd merdleges egy pontban metszi egymdst.[ |

C

TETEL: A hdromszog oldalfelezd merdlegeseinek metszéspontja a haromszog koré irt kor ko-
zéppontja.

BIZONYITAS: Az el6bbi bizonyitds szerint M egyenld tavolsdgra van A-t6l, B-t6l és C-tdl. Legyen
ez a tavolsig MA = MB = MC =r. Ekkor A, B és C pontok r tdvolsdgra vannak M-t6l, azaz
illeszkednek egy M kozéppontu, r sugaru korre.[]

A haromszog koré irt kor kozéppontja hegyesszogl haromszog esetén a hdromszgon beliil,
derékszogl hdromszog esetén az 4tfogd felezGpontjaba, tompaszogli haromszog esetén a ha-
romszogon kiviilre esik.
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A
‘4 A“v
0

T
TETEL: Hérom adott pontt6l egyenld tavolsdgra 1évé pontok halmaza a térben egy olyan egyenes,
amely dthalad a hdrom pont, mint hdromszég koré frhaté kor kézéppontjan, és merdleges

a 3 pont sikjdra (ha a 3 pont nem esik egy egyenesbe), vagy iires halmaz (ha a 3 pont egy
egyenesbe esik).

TETEL: Harom egyenestSl egyenld tavolsagra 1évS pontok halmaza a sikon:
* Ha a 3 egyenes parhuzamos, akkor iires halmaz.
* Ha 2 egyenes parhuzamos (e || ), egy pedig metszi Sket (g), akkor a 2 parhuzamos egyenes
kozépparhuzamosan két olyan pont, amelyek illeszkednek két metsz8 egyenes (pl. e és g)
szogfelezGire.

* Ha a 3 egyenes 3 kiilonb6zd pontban metszi egymadst, akkor szogfelezé egyeneseik met-
széspontjai. 4 ilyen pont van, az egyik a haromszog beirt korének, 3 pedig a haromszog
hozzairt koreinek kozéppontja.

* Ha a 3 egyenes egy pontban metszi egymast, akkor egyetlen pont, a 3 egyenes metszés-
pontja.

f g
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DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon, amelyekbdl egy adott szakasz adott o szog-

ben (0°< o< 180°) latszik két, a szakasz egyenesére szimmetrikusan elhelyezkedd koriv
(l1atokorivek).

[

X

o+]

o= 90°

0<a<90° 90°< o < 180°

V. Alkalmazasok

Biolégidban a rendszertan, kémidban a periédusos rendszerbeli csoportositds is halmazel-
méleti fogalmak. Mtveletek: melyik csoport melyiknek részhalmaza?

Vércsoport szerint az emberek kiilonb6zé halmazokba sorolhaték. Miveletek: ki kinek adhat
vért?

Eurépa orszdgai hivatalos nyelviik alapjan halmazokba sorolhaték. Miveletek: melyik or-
szdgban hivatalos nyelv az angol vagy a német?

Az érettségin a nem kotelez$ targyak valasztdsa szerint is halmazokba sorolhatok a vizsga-
z6k. Miveletek: ki vizsgazik kémiabol és biol6gidbol is?

A filiggvényekkel kapcsolatban is haszndljuk a halmazokat (értelmezési tartomény, érték-
készlet).

Egyenletek értelmezési tartomanyanak vizsgalatakor szamhalmazok metszetét képezziik.
Koordindta-geometridban a kor, a parabola, az ellipszis és a hiperbola egyenletének felirisa-
kor az adott gorbe definicidjat haszndljuk fel.

Latokorivek: egy téglalap egyik oldala a szomszédos oldal mely pontjabdl latszik a legna-
gyobb szogben (szinhdz, sportpalya).

Szerkesztési feladatokban: haromszog szerkesztése egy oldal, a vele szemkozti sz6g és az ol-
dalhoz tartozé magassdg ismeretében, vagy adott. egy pont és egy egyenes, szerkessziik meg
az egyenest érintd, a ponton dthaladd, adott sugaru koroket.

Parabolaantennak.

Két tanya kozos postalddat kap az orszadgit mentén. Hova helyezzék, hogy mindkét tanyatol
egyenld tavolsagra legyen?

N

pe
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

¢ A halmazok szemléltetésére el6szor Euler (1707-1783) német matematikus hasznalt koroket.
Az § jelolésrendszerét finomitotta késébb Venn (1834-1923) angol matematikus, ez a jelo-
1€s terjedt el, amit Venn-diagramnak neveziink.

* A halmazelmélet megteremtése Cantor (1845-1918) német matematikushoz fiz6dik. Kor-
tarsai tobbsége nem értette meg a végtelen halmazok szamossagaval kapcsolatos gondolatait:
a természetes szdmok halmaza valddi részhalmaza a raciondlis szdmok halmazdnak, szdmos-
sdguk mégis egyenld. Meghatdrozdsa szerint két halmaz egyenlS szdmossdgui, ha elemeik
kozott kolesondsen egyértelml hozzarendelés 1étesithetd. Hozza fiizédik a megszamlilhatd
halmazok fogalma. A réla elnevezett Cantor-féle atlés eljarassal bizonyitotta, hogy a valds
szdmok nem megszdmldlhatdak.

11
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2. Racionalis és irracionalis szamok.
Miiveletek a racionalis és irracionalis szamok halmazan.
Kozonséges és tizedes tortek. Halmazok szamossaga.

Vazlat:

I. Szdmhalmazok: természetes, egész, raciondlis, irraciondlis, valds szdmok, ezek zartsdga
II. Miveletek a racionalis szamok halmazan
III. Miveletek az irracionalis szamok halmazan
IV. Miveleti tulajdonsdgok: kommutativitds, asszociativitds, disztributivitds
V. Kozonséges és tizedes tortek
VI. Halmazok szdmossaga: véges, végtelen (megszdmldlhatéan illetve nem megszdmlalhatéan
végtelen) halmazok
VIII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Szamhalmazok

DEFINICIO: A természetes szamok halmaza (IN) a pozitiv egész szamokbél és a 0-bdl 4ll.
A természetes szdmok halmaza zart az Osszeaddsra €s a szorzdsra nézve, azaz barmely két
természetes szam Osszege és szorzata természetes szam. Ugyanakkor a kivonds és az osztds
mar nem végezhetS el ezen a halmazon beliil, ezek a miveletek ,,kimutatnak” a halmazbdl.
Pl. 3 —x =5 egyenlet megoldasa.

DEFINICIO: Az egész szamok halmaza (Z) a természetes szamokbdl és azok ellentettjeibSl all.
Az egész szdmok halmaza az Gsszeadason €s a szorzdson kiviil a kivondsra nézve is zart,
ugyanakkor az osztds kimutathat a halmazbdl. PL. 2x + 3 = 4 egyenlet megoldésa.

DEFINICIO: A racionalis szimok halmaza (Q) azokbdl a szamokbdl &ll, amelyek felirhaték két
egész szam hanyadosaként, azaz % alakban, ahol a, b €Z, b #0.

A raciondlis szdmok halmaza mind a 4 alapmtiveletre zart (osztdsra, ha az oszt6 nem 0), de
itt is talalunk olyan egyenletet, amelynek nincs megolddsa ezen a halmazon. PL.: 2x*> — 3 = 0.

DEFINICIO: Azokat a szdmokat, amelyek nem irhatdk fel két egész szam hdnyadosaként, irracio-
nalis szamoknak (Q*) nevezziik.

TETEL: /2 irraciondlis szdm.

BIZONYITAS: A bizonyitést indirekt médon végezziik, lényege, hogy a bizonyitandé éllitds tagada-
sarol bebizonyitjuk, hogy az hamis. Ez azt jelenti, hogy a bizonyitand¢ 4llitas igaz.

Tegyiik fel hogy /2 raciondlis szdm, azaz felirhat6 % alakban, ahol a, beZ, b#0,
(a; b)=1.

2
Ekkor V2 =% = 2=% = 2.p2=42.

a
b b?

12
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Az egyenlet jobb oldaldn szerepld (a®) szdm primtényezds felbontisaban a 2 mindenfélekép-
pen péros kitevén (akér a nulladikon) szerepel, mig a bal oldalon levd szam (2 - b%) primté-
nyezds felbontisaban a 2 kitevdje paratlan (legkevesebb 1).

Ez azonban lehetetlen, hiszen a szdmelmélet alaptétele szerint egy pozitiv egész szdmnak
nincs két Iényegesen kiilonboz$ felbontésa.

Tehét nem igaz az indirekt feltevésiink, vagyis igaz az eredeti llitds: /2 irraciondlis. [
— Az irraciondlis szdmok halmaza nem zéart a 4 alapmiveletre (\/5 +(—\/§))=0$ Q*,

V2-42=2¢Q%*, V2:42=1¢Q*.

— Az irraciondlis szdmok tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos tizedes tort.

DEFINICIO: A raciondlis és az irraciondlis szdmok halmaza diszjunkt halmazok (Q N Q* = ),
a két halmaz egyesitése a valds szamok halmaza: R = Q U Q*.

A val6és szdmok halmaza zart a 4 alapmiveletre.
A val6s szamok és részhalmazai:

II. Miaveletek a racionalis szamok halmazan

Egy kozonséges tort értéke nem, csak az alakja valtozik, ha a szamlal6jat és a nevezdjét ugyanazzal
a 0-tdl kiilonb6oz6 szammal szorozzuk (bdvités), vagy ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z6 szammal oszt-
juk (egyszer(sités).

Ha a raciondlis szdmok kozonséges tort alakdak, akkor a kovetkez§ szabélyokkal lehet elvégezni az

alapmtveleteket:

+ Osszeadas és kivonas:
Csak azonos nevezdjt torteket lehet 0sszeadni, kivonni, ezért a torteket bovitjiik egy kdzos
tobbszorost nevezdre (legjobb, ha a legkisebb kdzos tobbszordst nevezdre, mert igy tudunk

a legkisebb szamokkal szdmolni):
ayc_ad,cb_adtcbh
b d b-d db b-d

Ha a nevezdk (b és d) relativ primek, akkor a legkisebb ko6zos tobbszorosiik a szorzatuk.

, ahol b,d #0.

* Szorzas:
Tortet torttel Gigy szorzunk, hogy a szdmlalot a szdmlédléval, nevezGt a nevezdvel szorozzuk:

a ¢c_a-c
Y 1" Dbd’ ahol b,d #0.

Egész szdmmal Ggy szorzunk tortet, hogy tortként irjuk fel a szorzot (c =%) , vagyis igaza-
bdl a szamlalét megszorozzuk, a nevezdt véltozatlanul hagyjuk.

* Osztas:
Tortet torttel dgy osztunk, hogy a véltozatlan osztanddt szorozzuk az osztd reciprokdval:
a.c_a d_a-d
—:—=—.===——_ahol b,c,d#0.
b d bc bc

13
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Egész szammal Ugy osztunk, hogy tortként irjuk fel az osztét (c =%), vagyis igazabdl a ne-

s

vezSt megszorozzuk, a szamlalot valtozatlanul hagyjuk, vagy (egyszerdsithets esetben) a szam-
1416t osztjuk, a nevezdt valtozatlanul hagyjuk.

II1. Miveletek az irracionalis szamok halmazan

Az alapmiveletek definidlhaték az irraciondlis szdmok korében ugy, hogy az eddigi azonossagok
életben maradjanak. Mivel tizedestort alakjuk végtelen, nem periodikus, igy azt csak kozelitGen
tudjuk megadni. Ezért a pontos értékeket pl. hatvany, gyok, logaritmus alakban adjuk meg, ilyen-
kor viszont a megfelel6 miiveleti szabdlyokkal dolgozunk.

IV. Miiveleti tulajdonsagok: a, b, c €R esetén

1. az 6sszeadas €s a szorzas kommutativ (felcserélhetd)

a+b=b+a é a-b=b-a

2. az 6sszeadds és a szorzds asszociativ (csoportosithatd)

(a+b)+c=a+b+c) és (a-b)-c=a-(b-c)

3. aszorzds az Osszeaddsra nézve disztributiv (széttagolhato)

(a+b)-c=a-c+b-c
V. Ko6zonséges és tizedes tortek

A kozonséges tortek formai lehetnek:

Az % kozonséges tort, vagyis az % hanyados a kovetkez$ alakokban fordulhat el6 (a, b €Z, b #0,

s

€s a tort végsdkig leegyszerdsitett, azaz a és b legnagyobb koz0s osztéja 1):
* egész szam, ha b osztdja a-nak,
» véges tizedestort, ha b primtényezGs felbontdsdban a 2 és az 5 szdmokon kiviil nincs més
primszam,
» végtelen szakaszos tizedestort, ha b primtényezds felbontdsdban a 2 és az 5 szdmokon kiviil
mds primszam is van.
Tehat a raciondlis szdmok a kovetkezd alakdak: kozonséges tortek, egészek, véges vagy végtelen
szakaszos tizedestortek.

A tizedestortek formai lehetnek:

» véges tizedestortek, ezek felirhatok k6zonséges tort alakban. P1. 2,3 = %
* végtelen tizedestortek:
— szakaszos tizedestortek, ezek felirhat6k kozonséges tort alakban. Pl. végtelen mértani sor
Osszegeként, vagy a kovetkez6 modszerrel:
2,354545... =x
235,454545... = 100x.

A két egyenletet kivonva egymdsbol

2331 _ 2331
99~ 990

— nem szakaszos tizedestortek nem irhatéak at kozonséges tort alakba.

233,1=99x = x =

14
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Osszefoglalva:

A kozonséges tortek mind felirhatok tizedestort alakban (egész, véges, végtelen szakaszos tort alakban).
A nem szakaszos tizedestortek mind irraciondlis szamok, tehat nem irhatok fel két egész szdm ha-
nyadosaként, tehat nem kozonséges tortek. Ebbdl kovetkezik, hogy nem minden tizedestort kézon-
séges tort.

VI. Halmazok szamossaga

DEFINICIO: Egy A halmaz szimossaga az A halmaz elemeinek szdmat jelenti. Jele: Al Egy
halmaz szdmossdga lehet véges vagy végtelen.

DEFINICIO: Egy halmaz véges halmaz, ha elemeinek szamadt egy természetes szimmal megadhat-
juk. Ellenkezé esetben, azaz ha a halmaz elemeinek szamat nem adhatjuk meg természetes
szammal, akkor végtelen halmazrol besz€liink.

DEFINICIO: A végtelen halmazok kozott taldlhatunk olyat, melynek elemei sorba rendezhetdk,
tehat megadhat6 az 1., 2., 3., 4., ... eleme. A pozitiv természetes szdmokkal megegyezd
szamossagu halmazokat megszamlalhatéan végtelen halmazoknak nevezziik.

A megszamléalhatésag és a sorba rendezhet8ség egy végtelen halmazndl ugyanazt jelenti.
Minden olyan halmaz megszdmlalhatéan végtelen szimossagu, amelynek elemei és a termé-
szetes szamok kozott kdlcsondsen egyértelmd megfeleltetés 1étesithetd.

Megszamldlhatéan végtelen szdmossaguiak: egész szdmok, paros szamok, négyzetszamok,
raciondlis szdmok.

DEFINICIO: A valés szdmok szdmossdgdval megegyezd szdmossagd halmazokat nem megszam-
lalhatéan végtelen vagy kontinuum szamossagi halmazoknak nevezziik. Pl.: irraciondlis
szdmok halmaza, szamegyenes pontjainak halmaza, intervallum pontjainak halmaza.

TETEL: Szdmossdg és halmazmiiveletek kapcsolata (logikai szita): A, B és C véges halmazok szé-
mosséagdra érvényesek a kovetkezdk:

lAuB|=1A|l +|B| - A~ B]
|auB | =|U|l - |auB|
lavBuc|=lal+|Bl+lcl=lanBl-lanc|l=|Bnc|l+|anBnC]|

VII. Alkalmazasok:

* Racionalis szamok: aranyok, ardnyossag, hasonl6sag

a3

* Irraciondlis szdmok: szabalyos hdromszdg magassiaga [Tj’ négyzet atldja (av2), kor

keriilete (2rm), teriilete (r27).
1

» Kifejezések legbdvebb értelmezési tartomdnydnak meghatdrozdsa, pl. Vx+2 + > .
- X

» Fiiggvény értékkészletének megallapitdsa

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* Az elsG szamirasok nem a mai irdsjelekkel, hanem szimbdlumokkal, jelekkel (pl. ékiras,
rémai szamok) torténtek. A mai szdmirast a XI. szazadban az arab al-Hvarizmi matematikus
irta le el6szor. Eur6pdba Fibonacci olasz matematikus a 12. szdzadban hozta be, de csak
a XV-XVI. szdzadban terjedt el. Fibonacci nem csak a 10 szamjegyet, hanem a helyiértékes
szamirast is elhozta Eurdpaba. ,, Van tiz hindu jel: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0. Ezen jelek segit-
ségével barmilyen szdmot fel lehet irni, amit csak akarunk.”
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* A z€rust jelentd sz6 elGszor 100 koriil jelent meg a hinduknal.

* Az irraciondlis szamokat mar Pitagorasz (Kr.e. 450 koriil) is ismerte, ekkor a hinduk mar
ismerték a négyzet oldaldnak és atldjanak viszonyat.

* A negativ szdmok viszonylag kés6n jelentek meg: az egyenletek megolddsakor kaptak olyan
szamokat, amiket el6szor nem tudtak értelmezni. Cardano (1501-1576) olasz matematikus
fiktiv szamoknak nevezte &ket, Viete (1540-1603) francia matematikus elvetette 1étezésiiket.

* Descartes francia matematikus 1637-ben médr minden el&itélet nélkiil hasznalta az 4ltala ha-
mis szdmoknak nevezett negativ szamokat.

* Gauss (1777-1855) német matematikus részletesen tdrgyalta a komplex szdmok algebrajat
és aritmetikajat, ahol v/—1=i.

* A halmazelmélet megteremtése Cantor (1845-1918) német matematikushoz fiz6dik. Kor-
tarsai tobbsége nem értette meg a végtelen halmazok szamossagaval kapcsolatos gondolatait:
a természetes szdmok halmaza valddi részhalmaza a raciondlis szdmok halmazdnak, szdmos-
sdguk mégis egyenld. Meghatdrozdsa szerint két halmaz egyenl§ szdmossdgud, ha elemeik
kozott kolesondsen egyértelml hozzarendelés 1étesithetd. Hozza fiizédik a megszamlilhatd
halmazok fogalma. A réla elnevezett Cantor-féle. atlos eljarassal bizonyitotta, hogy a valds

szdmok nem megszamldlhatdak.
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3. Oszthatosag, oszthatdsagi szabalyok és tételek.
Primszamok. Szamrendszerek.

Vazlat:

I. Szdmelméleti alapfogalmak: osztd, tobbszords, oszthatésag fogalma, tulajdonsagai, oszthato-
sagi szabdlyok.
II. Primszdm, Osszetett szdm, szdmelmélet alaptétele, osztok szdma.
III. Legnagyobb kdzds osztd, legkisebb kdzos tobbszoros.
IV. Szdmrendszerek
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Oszthatosag

Az oszthatésdg fogalmédndl alaphalmaznak az egész szdmok halmazat tekintjiik. Két egész szam
hanyadosa nem mindig egész szdm, az oszthatésagndl azt vizsgaljuk, hogy egész szdmok osztisa-
kor mikor lesz a hanyados is egész szdm, vagyis a maradék O.

DEFINICIO: Egy a egész szam osztéja egy b egész szamnak, ha taldlhaté olyan ¢ egész szdm,
amelyre a - ¢ = b. Jelolés: a . (Természetesen ¢ |b is igaz). Ebben az esetben az is igaz,
hogy b oszthaté a-val és c-vel. Ekkor azt is mondhatjuk, hogy b tobbszorose a-nak.

A 0 szerepe a szamelméletben:

* a 0 minden nemnulla egész szdmnak tobbszordse (0-szorosa), azaz 0 minden nemnulla egész
szdmmal oszthat6é ugyanis 0 =0-a: a |0, ha a #0. Ez azt is jelenti, hogy a 0 paros szam.
A 0-nak egyetlen tobbszordse van a 0, viszont a 0 barmely egész szdmnak a tobbszorose.

* a 0 nem osztdja egyetlen nemnulla egész szamnak sem, ugyanis ha 0 osztdja lenne egy b
nem nulla egész szdmnak, akkor létezne egy olyan c egész szam, amikre b = ¢ - 0 =0 lenne,
ami ellentmond azzal a feltétellel, hogy b # 0.

Oszthatosagi tételek:
Ha a, b, c € Z, akkor

TETEL: 1 | a, azaz az 1 minden egész szamnak osztéja.

BIZONYITAS: a=a - 1.

TETEL: a | a, azaz minden egész szdm osztéja onmaganak.

BIZONYITAS: a =1 - a.
TETEL:a|bésb|c:>a|c.

BIZONYITAS: Az a | b feltétel azt jelenti, hogy hogy van olyan d egész szdm, amire b=a -d, a b | c
feltétel azt jelenti, hogy van olyan e egész szdm, amire c =b - e.
Ekkor c=b-e=(a-d)-e=a-(d-e) a szorzds asszociativitisa miatt, ahol a d - e szorzat
egész szam.
Ez azt jelenti, hogy van olyan egész szdm, aminek a-szorosa a ¢ szam, vagyis a le.

17



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

TETEL: a|b = alb - ¢, azaz ha egy egész szdm osztdja egy masik egész szdmnak, akkor a tobb-
szOroseinek is osztdja.

BIZONYITAS: Az a|b feltétel azt jelenti, hogy hogy van olyan d egész szam, hogy b = a - d. Ekkor
b-c=(a-d)-c=a-(b-c)aszorzas asszociativitdsa miatt. A (b - ¢) szorzat egész, tehit ta-
laltunk megfelel$ egész szdmot, igy a |b-c.r

TETEL: a|bésalc = alb+ ¢, azaz ha egész egy szam osztdja két egész szamnak, akkor Ossze-
giiknek és kiilonbségiiknek is osztdja.

BIZONYITAS: Az a|b feltétel azt jelenti, hogy hogy van olyan d egész szdm, hogy b=a - d. Az
alc feltétel azt jelenti, hogy hogy van olyan e egész szdm, hogy c=a - e. Ekkor bt c =
=(a-d)t(a-e)=a-(d=xe) a disztributivitds miatt. A (d * e) egész szam, tehat taldltunk
megfelelS egész szamot, igy a | bésa | c=a | btc. O

TETEL: a | bésa | b+c=a | ¢, azaz ha egy egész szdm osztdja egy Osszegnek és az 0sszeg egyik
tagjanak, akkor osztdja a masik tagnak is.

BIZONYITAS: Az a | b feltétel azt jelenti, hogy hogy van olyan d egész szdm, hogy b=a - d. Az
a | c feltétel azt jelenti, hogy hogy van olyan e egész szdm, hogy c=a-e. Ekkor
btrtc=(a-d)yx(a-e)=a-(d*e) adisztributivitdas miatt. A (d £ ¢) egész szam, tehat taldl-
tunk megfelel$ egész szdmot, igy a lbésalc=albte D

Az oszthatésagot eddig az egész szdmokra értelmeztiik, a tovabbiakban leszikitjiik a természetes
szdmokra, azaz a nemnegativ egész szdmokra. Egy adott probléménal tudjuk majd automatikusan
alkalmazni az itt megfogalmazottakat az egész szamokra.

TETEL: Ha a, b €Z", és a |b valamint b|a = a = b, azaz ha két pozitiv egész szam egymasnak
osztdja, akkor a két szdm egyenld.

BIZONYITAS: Az a|b feltétel azt jelenti, hogy van olyan d egész szdm, amire b=a - d, a b|a fel-
tétel azt jelenti, hogy hogy van olyan e egész szam, amire a = b - e.
Ekkorb=a-d=(b-e)-d=>b - (d- e) aszorzas asszociativitisa miatt.

Osztva b-vel az egyenlet mindkét oldalat: 1 = b - e, aminek a pozitiv egész szdmok halmazan
csak a d = e =1 a megolddsa.
Ekkor viszonta=5b-1=b.[]

Oszthatésagi szabalyok:
Egy n egész szam oszthat6
* 2-vel, ha n paros, vagyis utolsé jegye € {0; 2; 4; 6; 8}.
* 3-mal, ha a szdmjegyek 0sszege oszthat6 3-mal.
* 4-gyel, ha a két utolsé jegybdl képzett szdm oszthat6 4-gyel.
* 5-tel, ha utolsé jegye € {0; 5}.
e 6-tal, ha 2-vel és 3-mal oszthatd.
* 8-cal, ha a harom utols6 jegybdl képzett szdm oszthaté 8-cal.
* 9-cel, ha szdmjegyek Osszege oszthatd 9-cel.
* 10-zel, ha utolsé jegye O.

I1. Primszam, Osszetett szam, szamelmélet alaptétele, osztok szama

DEFINICIO: Azokat a pozitiv egész szamokat, amelyeknek pontosan két pozitiv oszt6ja van, prim-
szamoknak nevezziik. Pl.: 2; 3; 5; 7; ... Az 1 nem primszam.

18



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

TETEL: Végtelen sok primszam van.

BIZONYITAS: Indirekt médon: Tegyiik fel, hogy véges sok, azaz n db primszdm van. Legyenek
ezek py, Py, P3» - D,- Képezziik a kovetkez szdmot: A=p, - p, - p3-...-p,+ 1.
Az A szamnak a felsorolt n db prim egyike sem osztdja. EbbGl két lehetdség kovetkezhet:
vagy az A szdm is prim (az n + 1-edik), vagy létezik olyan prim, amit nem soroltunk fel
(akkor ez a prim az n + 1-edik). Tehdt mindkét esetben taldltunk a felsoroldsban nem sze-
repld primszamot, ezzel ellentmonddsra jutottunk, azaz nem véges sok, hanem végtelen sok
primszam van. [

DEFINICIO: Azokat az 1-nél nagyobb szdmokat, amelyek nem primszamok, dsszetett szamoknak
nevezziik. Az dsszetett szimoknak 2-nél tobb pozitiv osztéja van. Pl.: 4; 6; 8; 9; 10; ...

TETEL: A szamelmélet alaptétele: barmely Osszetett szam felirhaté primszamok szorzataként, és
ez a felbontés a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.

Kanonikus alak: n=p{* - p5® - p3® -...- pgt, ahol py, pa, p3, ... Py kiilonbozs primek, o, o,

o3, ..., 0 nemnegativ egész szamok.
Ekkor az n szdm primosztéi: py, pa, P3s -+ P

TETEL: Meghatdrozhaté az n szam osztéinak szidma a kovetkez6 moédon: A fenti n szdmnak
(ap+1)-(p+1)-(03+1)-...- (g + 1) darab pozitiv osztdja van.

DEFINICIO: Két vagy tobb pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztéja a k6zos osztok koziil a leg-
nagyobb. Jele: (a; b).
ElGallitasa: felirjuk a szamok primtényezGs alakjat, vessziik a kozos primtényezdket (amelyek
az Osszes felbontdsban szerepelnek), ezeket a hozzdjuk tartozé legkisebb kitevdvel vessziik
és Osszeszorozzuk.

DEFINICIO: Ha két pozitiv egész szdm legnagyobb kozos osztdja 1, akkor a két szam relativ prim.

DEFINICIO: Két vagy tobb pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszorose a kozos tobbszorosok
koziil a legkisebb. Jele: [a; b].
EléGallitasa: felirjuk a szdmok primtényezds alakjat, vessziik az Osszes primtényezét, ezeket
a hozzdjuk tartoz6 legnagyobb kitevdvel vessziik és 6sszeszorozzuk.
Osszefiiggés két pozitiv egész szdm legnagyobb kozos osztéja és legkisebb kozos tobbszoro-

se kozott: (a; b) - [a; bl =a - b.

II1. Szamrendszerek

DEFINICIO: Az a alapu szamrendszer helyi értékei: 1, a', a?, a°, a*, ..., az a alapu szdmrendszer-

ben a-féle szamjegy van: 0, 1, 2, ..., a — 1 (alaki érték), ha a > 10, akkor bettiket hasznalunk
szdmjegyként.

A helyi értékes dbrdzolds azt jelenti, hogy a szdmjegyek értékén kiviil a lefrdsuk helye is ér-
tékkel bir. Egymas utén irjuk a szamjegyeket és az adott ponthoz viszonyitjuk a helyiiket.

Altaldban 10-es szdmrendszerben dolgozunk. Ez azt jelenti, hogy a helyi értékek 10 természetes
kitevgjd hatvanyai (100, 101, 102, 103, ..., azaz egyesek, tizesek, szdzasok, ezresek, ...). A szdmok
leirasara 10-féle szamjegyre van sziikség: 0, 1, 2, ..., 9.

A 10-es szamrendszeren kiviil az informatikdban gyakran haszndljdk a 2-es, vagyis bindris szdm-
rendszert (Neumann-elv), napjainkban pedig inkdbb a 16-0s, azaz hexadecimélis szdmrendszert. Ez
utébbindl meriilt fel az a probléma, hogyan irjunk le 16-féle szdmjegyet. Erre az a megoldas sziiletett,
hogy a 10-nél nagyobb alapi szémrendszerekben a 10, vagy anndl nagyobb értékd szamjegyeket
betiikkel jeloljiik. Igy 16-0s szdmrendszerben 10 helyett A, 11 helyett B, ..., 15 helyett F a szdmjegy.
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Attérés 10-es szamrendszerbdl mas alapiba

A szamot osztjuk az Uj szdmrendszer alapszdmaval, majd az igy kapott hdnyadost djra mindaddig,
mig 0 hanyadost nem kapunk. Az osztdsokndl kapott maradékok lesznek az 1ij szadm alaki értékei az
egyesektdl kezdve.

Pl1. 948, a 7-es szdmrendszerbe atirva:

948 =135-7+3

135=19-7+2
19=2-7+5
2=0-7+2

gy 948, = 2523,.

Attérés mas alapibél 10-es szamrendszerbe

A megfelel6 helyi értékeknek és a hozzajuk tartozé alaki értékeknek a szorzatosszege adja a 10-es
szamrendszerbeli értéket:
Pl.: 25237 a 10-es szdmrendszerbe étirva:

2523;=2-72+5-72+2-7"+3.1=948,,

A miveletek elvégezhetSk az adott szdmrendszerben, vagy tizes szdmrendszerben és az eredmény
adott szamrendszerbe val6 visszairdsaval.

IV. Alkalmazasok:

* Legnagyobb kozos 0sztd: tortek egyszerdsitése

* Legkisebb kizos tobbszoros: tortek kozos nevezdre hozasa

» Kétismeretlenes egyenlet megolddsa a természetes szdmok halmazan (oszthatésag felhasz-
naldsaval) pl.:

3x+2y=xy
3x=xy—-2y
3x=y(x-2)
_ 3x _3x-6 6

= + =3+
x-2 x-2 x-2 X —

Ez a kovetkezs esetekben lehetséges:

x=2| 1|2 3|6|-1]|-=2]|-3]-6
x 3| 45| 8|1 ]|0]-1]-4
y 9| 6| 5| 4|30 1]2

A tébldzatban szerepel az 0sszes megoldas, az 5 megjelolt szampdr felel meg a feltételnek.

» Szamit6gépekben a 2-es szdmrendszer a két jegyével jol hasznélhaté: folyik dram = 1, nem
folyik d&ram = 0 (Neumann-elv). Ma mér inkdbb a 16-0s, hexadecimélis szdmrendszert hasz-
ndljak, ami felépithetd a kettesbdl.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* Az egyiptomi Rhind-papiruszon (Kr.e. 2000-1700) a , torzstortek” felsoroldsaban csak a pa-
ratlan nevezdjd tortek szerepeltek, tehat az egyiptomiak kiilonbséget tettek a paros és a pérat-
lan szdmok kozott.

* Az 6ttel vald oszthatésagot az 6kori hinduk is ismerték.

* A harommal val6 oszthatdsag szabdlyat el6szor a pizai Leonardo (1200 koriil) irta le.
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* A tizeneggyel vald oszthatésdg szabdlydt a XI. szdzadi arab matematikusok ismerték, vi-
szont szabatosan csak Lagrange (1736-1813) francia matematikus fogalmazta meg: a paros
helyiértéken 4ll6 szdmjegyeinek Osszege megegyezik a pdratlan helyiértéken all6 szdmje-
gyek Osszegével, vagy a kettd kiilonbsége 11-nek a tobbszorose.

* Pascal (1623-1662) francia matematikus teljes dltaldnossdgban vizsgilta az oszthatésagot
a természetes szamok korében.

* Primszamok meghatdrozas az eratoszthenészi (K.r.e. IIl. szdazad) szitaval: Felirjuk 2-t6l
kezd6dden az egész szamokat (6 100-ig csindlta). A 2-t bekeretezziik, ez az els6 primszam,
majd kihtizzuk az 6sszes olyan szdmot, ami 2 tobbszorose (minden masodikat). Bekeretez-
ziik az els§ at nem huzott szdmot, a 3-at, ez a kovetkezd primszdm. Innen kezdve 4thizzuk
a 3 tobbszoroseit (minden harmadikat). Ezt az eljarast folytatva megkapjuk a primszamokat
(bekeretezett szamok).

o A sumérok (Kr.e. 2000 el6tt) a 10-es, 12-€s és 60-as alapt szamrendszer kombinacidjat hasz-
naltdk az asztrondmiai és egyéb szamitdsaikndl. Ezt a rendszer atvették a gorogok, a romaiak
és az egyiptomiak. A 60-as szamrendszer maradvanyait felismerhetjiik a mai id6- (6rdk, per-
cek) és a szogmérésben (szogpercek).

* A 12-es szamrendszer nagyon népszer volt, mert a 12 maradék nélkiil oszthaté 2-vel
(felezhetd), 3-mal (harmadolhatd), 4-gyel (negyedelhetd), 6-tal (hatodolhat6). A ma hasznalt
naptarban az év 12 hénapra oszlik, 12 6ra a nappal és 12 6éra az éjszaka az év mind a 365 nap-
jén. Csaknem minden nyelvben kiilon sz6 van a 12 dologbdl 4ll6 csoportra, példdul a magyar
»tucat”, az angol ,,dozen”, a német ,,das Dutzend”, az orosz ,,djuzsina” stb.

* Nyelvészeti kutatdsok szerint az dsmagyarok a hetes szdmrendszert ismerték, hasznaltak:
mesék hétfejd sarkanya, hetedhét orszdg, hétmérfoldes csizma, hétpecsétes titok, hétszerte
szebb lett, stb.

* A 2-es alapu bindris szdmrendszert mar a 17. szdzadban Leibniz ismertette, aki Kindban hal-
lott réla, de éltaldnos haszndlata a 20. szdzadban, a szamitégépek megjelenésével terjedt el.

* Neumann Janos (1903-1957) magyar szarmazdsi matematikus a réla elnevezett elvben
megfogalmazta a szamitogépek miikodési elvét. Ebben a szdmit6gépek hasznaljanak kettes
szamrendszert, az 6sszes mivelet kettes szimrendszerbeli logikai miveletre redukalhat6.
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4. A matematikai logika elemei. Logikai miiveletek.
Allitas és megforditasa, sziikséges és elégséges feltételek,
bemutatasuk tételek megfogalmazasaban és bizonyitasaban.

Vazlat:

I. A matematikai logika fogalma
II. Logikai mtveletek (tagadds, diszjunkcid, konjunkcié, implikacid, ekvivalencia), miveletek
tulajdonsagai
IIL. Allitas és megforditdsa
Sziikséges és elégséges feltétel, bemutatdsuk
IV. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. A matematikai logika fogalma

A matematikai logika a gondolkodds matematikai formdban kifejezhetd, matematikai eszkozokkel
vizsgélhat6 Osszefliggéseinek, torvényeinek feltardsaval foglalkozik. F§ feladata a kovetkeztetések
helyességének vizsgalata.

I1. Logikai miiveletek

DEFINICIO: Az allitas (vagy kijelentés) olyan kijelent6 mondat, amelyrdl egyértelmien el lehet
donteni, hogy igaz vagy hamis.

DEFINICIO: Az igaz és a hamis a kijelentés logikai értéke.
Ha az A éllitas igaz, a B allitds hamis, akkor dgy is mondhatjuk, hogy az A logikai értéke
igaz, B logikai értéke hamis. Jelekkel: |A | =1iés |B| =h.
Az igaz értéket szoktdk 1-gyel, a hamis értéket O-val jeldlni.

DEFINICIO: A kijelentéseket 6sszekapcsolhatjuk. Azokat a kijelentéseket, amelyeket mds kijelenté-

sekbdl lehet elGallitani, osszetett kijelentéseknek nevezziik.

DEFINICIO: Ha az Gsszetett kijelentések logikai értéke csak az &t alkot6 allitasok logikai értékétsl
és az elGdllitds modjatdl fiigg, akkor logikai miiveletekrsl beszéliink.
A logikai mdveleteket igazsagtabla segitségével végezhetjiik el.

DEFINICIO: Az dllitds tagadasa egyviltozés mivelet. Egy A kijelentés negdcidja (tagadésa)
az a kijelentés, amely akkor igaz, ha A hamis és akkor hamis, ha A igaz.
Jele: A vagy —A.

TETEL: Egy dllitas tagaddsdnak tagaddsa maga az éllitds (kettds tagadds torvénye). Jele: A=A
TETEL: Egy dllitds és tagaddsa nem lehet egyszerre igaz (ellentmonddsmentesség elve).
TETEL: Egy dllitds és tagaddsa nem lehet egyszerre hamis (a harmadik kizdrasanak elve).

2~ 2

DEFINICIO: Két, A-t6l és B-t6l fiiggd éllitds akkor egyenld, ha A és B minden lehetséges logikai
értékére a két allitds igazsigértéke egyenld.
A logikai miiveletek eredménye csak a tagok logikai értékétdl fiigg.
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DEFINICIO: Allitdsok diszjunkciéja: logikai ,,vagy™: Két kijelentés diszjunkci6ja pontosan akkor
igaz, ha legaldbb az egyik kijelentés igaz, kiilonben hamis.

Jele: A v B.

DEFINICIO: Allitisok konjunkciéja: logikai ,.és”: Két kijelentés konjunkciéja pontosan akkor

igaz, ha mindkét kijelentés igaz, kiilonben hamis.

Jele: A A B.

Logikai miiveletek tulajdonsagai:

Tulajdonsag Diszjunkcié Konjunkcié
Kommutativ _ _
(felcserélhetd) AvB=BvA ANB=BnA
(Csﬁgiﬁ’gﬁ%é) (AvB)vC=Av (BvC) (AABYAC=AABAC)
(sgéff;;ﬁ‘ﬁgf@ AV(BAC)=(AVB)A(AVO) AABVCO)=(AABVAAQC
alzgni’[s(;;ggﬁ AvB=AAB és ANB=AVB
Tovéb}bi AVA=A AnA=A
azonossagok Av A =i ANA=h
A=A

DEFINICIO: Allitasok implikacidja: A ,ha A, akkor B” kapcsolatnak megfelel§ logikai miiveletet
implikaciénak nevezziik. Az implikécio logikai értéke pontosan akkor hamis, ha A igaz és B
hamis, kiilonben az implikécié igaz. Az A allitast feltételnek, B-t kovetkezménynek nevezziik.
A kovetkeztetés csak akkor hamis, ha a feltétel igaz, de a kovetkezmény hamis. Hamis &lli-
tasbol barmi kovetkezhet.

Jele: A — B.

DEFINIiCIO: Allitisok ekvivalencidja: Az ,,A akkor és csak akkor B” kapcsolatnak megfelels logi-
kai miveletet ekvivalencidnak nevezziik. Az ekvivalencia logikai értéke pontosan akkor
igaz, ha A és B logikai értéke azonos, kiilonben hamis.

Ha az A <& B igaz, akkor azt mondjuk, hogy A és B allitdsok ekvivalensek egymassal.

Jele: A < B.
Igazséagtablaval:

TETEL: Tetsz6leges A és B kijelentésekre A — B=Av B.

BIZONYITAS: Igazsdgtablazattal:

A | B |A—>B A | B |AoB
i i i i i i
i h h i h h
h i i h i h
h h i h h i

A| B| A| AVvB|A—>B

i i h i

i h h h

h i i i

h i i
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A negyedik oszlop igazsigértékei megegyeznek az implikicié igazsagértékeivel, tehat az
egyenlGség A és B minden lehetséges logikai értékére fennéll, azaz azonossag. [J

TETEL: TetszGleges A és B kijelentésekre A <> B=(A — B) A (B — A)

BIZONYITAS: Igazsdgtablazattal:

A B |A>B|B—>A|A—>BAB—>A)|AB
i i i i i i
i h h i h h
h i i h h h
h h i i i i

Az 6todik oszlop igazsdgértékei megegyeznek az ekvivalencia igazsagértékeivel, tehit az
egyenlGség A és B minden lehetséges logikai értékére fenndll, azaz azonossag. [

I11. Allitas és megforditasa, sziikséges és elégséges feltétel

Az allitdsokat gyakran ,,Ha A igaz, akkor B igaz” (A = B) formdban fogalmazzuk meg. Tehat egy
A dllitas igazsagabdl kovetkezik egy B allitds igazsdga (vagyis, ha az A — B implikéci6 igaz), azt
mondjuk, hogy az A 4llitasbdl kovetkezik B allitds, vagy azt, hogy A dllitas a B allitdsnak elégséges
feltétele (hiszen a B allitas igazsaganak bizonyitdsahoz elég az A éllitds igazsagat bizonyitani).
Ilyenkor a B dllitas az A éllitasnak sziikséges feltétele (hiszen az A allitds nem lehet igaz, ha a B
allitds nem igaz). Ha ilyen esetben az A allitas igazsdgdbdl a B allitas igazsdgéara kovetkeztetiink, az
helyes kivetkeztetés.

Ha azt akarjuk kimutatni, hogy az A allitdisbdl nem kovetkezik a B allitds, elég egyetlen példat
mutatni olyan esetre, amikor A igaz és B hamis. Ha ilyen esetben A allitdsbol a B allitasra kovet-
keztetiink, az nem helyes, vagyis helytelen kovetkeztetés.

Ha az A allitasbol kovetkezik B allitas, és forditva is: a B allitasbol kovetkezik az A allitas, akkor
azt mondjuk, hogy az A allitdsnak a B allitds sziikséges és elégséges feltétele. Jele: A < B (A akkor
és csak akkor igaz, amikor B).

Ez azt jelenti, hogy A és B egyszerre igaz, vagyis ekvivalensek (egyenértékiiek).

Példak feltételekre:

« Allitas: Ha egy szdm oszthaté 4-gyel, akkor oszthat6 2-vel. Ez igaz 4llités.
Ekkor a 4-gyel valé oszthatdsdg elégséges feltétele a 2-vel valé oszthatésdgnak, a 2-vel valé
oszthatdsag sziikséges feltétele a 4-gyel val6 oszthatésagnak. Vagyis a 4-gyel valé oszthato-
sag elégséges, de nem sziikséges feltétele a 2-vel val6 oszthatésdgnak, valamint a 2-vel valo
oszthatdsag sziikséges, de nem elégséges feltétele a 4-gyel valé oszthatésagnak.

« Allitas: Ha egy szdm oszthaté 2-vel, akkor oszthat6 4-gyel. Ez hamis allitds.
Ekkor a 2-vel val6é oszthatésdg nem elégséges feltétele a 4-gyel vald oszthatésagnak, a 4-
gyel valé oszthatdsag elégséges feltétele a 2-vel val6 oszthatésagnak. Vagyis a 2-vel vald
oszthat6sdg nem elégséges, de sziikséges feltétele a 4-gyel vald oszthatésdgnak, valamint
a 4-gyel val6 oszthatdsag elégséges, de nem sziikséges feltétele a 2-vel vald oszthatésdgnak.

Egy tétel feltételeinek és feltételei kovetkezményeinek a felcserélésével kapjuk a tétel megforditasat.
Igy a fenti tétel megforditdsa: ,,Ha B igaz, akkor A igaz.” (B = A)

Ha a tétel és a megforditésa is igaz, akkor a két tétel ekvivalens. (A < B)

Erre példa a Thalész-tétel, illetve a Pitagorasz tétel:
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TETEL: Thalész-tétel: ha egy kor atmérGjének két végpontjat osszekotjiik a kor barmely més
pontjaval, akkor derékszogli haromszoget kapunk.
BIZONYITAS: O kozépponti kor, AB atmérd, C tetszSleges pont a korvonalon.
C

JA\

A B
0

OA = 0OC =r = OAC haromszog egyenl§ szari = OACX = OCA< = o

OC = OB =r = OBC hiromszdg egyenld szari = OBC< = BCO< = f.

Az ABC héaromszog belsé szogeinek osszege 180° = 20+ 23=180° = o+ =90° =
ACBX =90°. ]

TETEL: Thalész-tétel megforditdsa: ha egy hiaromszog derékszogl, akkor koré irhaté korének
kozéppontja az atfogo felezGpontja.

BIZONYITAS: ABC derékszogd hdaromszoget tiikrozziik az dtfogd F felezGpontjara. A tiikrozés
tulajdonsdgai miatt BC=AC’ és CA=BC’ és AC’ = BC’ szogei 90°-osak. A téglalap atloi
egyenlSk és felezik egymast = FA = FB = FC = F az ABC héaromszog koré irt kor kdzép-
pontjaval egyenld. [

TETEL: Thalész-tétel és megforditasa osszefoglalva: a sik azon pontjainak halmaza, amelyekbdl
egy megadott szakasz derékszogben latszik, a szakaszhoz, mint dtméréhoz tartozé kor, el-
hagyva belGle a szakasz végpontjait.

TETEL: Pitagorasz-tétel: ha egy hiaromszog derékszogtl, akkor a befogdk négyzetének Osszege
egyenld az atfog6 négyzetével.

BIZONYITAS: (14. tétel)

a b
[/
a t1
b %
B
/’/{
b tz
B
B A
a b
a+b*=c?

A +br+4r=c*+ 40

25



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

TETEL: Pitagorasz-tétel megforditasa: ha egy haromszog két oldalhosszdnak négyzetének ossze-
ge egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a hdromszog derékszogi.

BIZONYITAS: (14. tétel)
Tudjuk, hogy a® + b* = ¢2.
Tegyiik fel, hogy a hdromszog nem derékszogi. Ekkor tudunk szerkeszteni olyan derékszo-
gl haromszoget, aminek a befogdi a és b, atfogdja legyen c¢’. Mivel ez derékszogli harom-
sz0g, a Pitagorasz-tétel miatt: a’ +b*= (c’)z. Az eredeti feltétellel Gsszevetve ¢ = (c’)z,
amibdl pozitiv mennyiségekrdl 1évén sz6, kovetkezik, hogy ¢ =c¢’.
Ez ellentmond a kiindulé feltételnek, igy a haromszog derékszogt. [

IV. Alkalmazasok:

* Matematikai definicidk, tételek pontos kimonddésa, tételek bizonyitdsa

* Tétel megforditdsdnak kimondasa

* Bizonyitasi médszerek kidolgozasa (direkt, indirekt, skatulya elv, teljes indukci6)

» Kombinatorika, val6szinliségszdmitds haszndlja a logikai miveleteket és azok tulajdonsagait.

* Automatdk tervezése problémak részekre bontdsaval.

* A logikai mtveletek és halmazmiiveletek parhuzamba éllithatok.

» Egyenletek, egyenl6tlenségek megolddsa soran sokszor végziink logikai miveleteket (ekvi-
valens 4dtalakitdsok).

Matematikatorténeti vonatkozasok:

» Az 6kori filozéfia vetette fel azokat a kérdéseket, amelyek vizsgélata a logika kialakuldsdhoz
vezetett. A gorog ,,logosz” sz6 jelentése gondolat, igazsig, a gorodg ,,logiké” sz érvelést, ko-
vetkeztetést jelent. A logika segiti a definicidk, allitdsok pontos megfogalmazasat, fontos
szerepe van a problémak megfogalmazasdban, a tudoményos, alkot6 kommunikécidban.

* Boole (1815-1864) angol matematikus vezette be a kijelentések szerkezetének szimbodlu-
mokkal és miiveletekkel val6 lefrdsat. Az éltala 1étrehozott algebra célja az volt, hogy 6ssze-
kosse a logikat a matematikdval, ez a Boole-algebra. Az 1930-as években Shannon (1916—
2001) amerikai matematikus a Boole-algebrat felhaszndlva az elektromos kapcsoldk tulaj-
donsdagait haszndlta a logikai miveletekhez, ez lett az elméleti alapja a digitdlis korszaknak,
az informdcidelméletnek.

* de Morgan (1806-1871) angol matematikus bevezette a ma De Morgan azonossagként
ismert szabdlyokat. Ezzel nagyban hozzéjarult a matematikai logika megreforméldsihoz, je-
l6lésrendszerének egyszertibbé tételéhez.
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5. Hatvanyozas, hatvanyfogalom Kkiterjesztése,

a hatvanyozas azonossagai. Az n-edik gyok fogalma.
A négyzetgyok azonossagai.

Hatvanyfiiggvények és a négyzetgyokfiiggvény.

Vazlat:

I. Pozitiv egész kitevGjli hatvanyok, hatvdnyozds azonossigai

II. Permanencia-elv

III. Negativ egész, tortkitevds, irraciondlis kitevgjl hatvany

IV. Az n-edik gyok fogalma (n e N*, n # 1).

V. A négyzetgyOk azonossagai

VI. Hatvanyfiiggvények és azok tulajdonsagai

VII. Négyzetgyokfiiggvény és tulajdonsagai
VIII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

L. Pozitiv egész kitevgji hatvanyok
A hatvinyozést ugyanaz az igény hivta létre, mint a szorzést. A szorzds az ismételt osszead4st je-

lenti, a hatvanyozdst azonos szamok szorzdséara vezették be, késébb kiterjesztették értelmezését.

DEFINICIO: Ha a tetszGleges valds szdm és n 1-nél nagyobb természetes szdm, akkor a" hatvany
azt az n tényezds szorzatot jelenti, amelynek minden tényezdje a.
Han =1, akkor a! = a.
Az a szdmot a hatvany alapjdnak, az n szdmot a hatviny kitevGjének nevezziik, ez utébbi
megmutatja, hogy a hatvanyalapot hanyszor kell szorzétényezgiil venni.

A hatvanyozas azonossagai pozitiv egész Kitevd esetén: (a, b e R, m, n €IN*)

TETEL: Azonos alapi hatvdnyokat gy is szorozhatunk, hogy a kozos alapot a kitevGk Osszegére

emeljiik:
at-at=qg"t"
BIZONYITAS:
at®-a" = (a-a-....a)-(a-a-...-ra) = a-a-....a = a"".[]
hatv. def. szorzds " hatv. def.
mdb ndb asszoc, Mm+ndb

TETEL: Azonos alapu hatvanyokat gy is oszthatunk, hogy a k6zos alapot a kitevdk kiilonbségére

emeljiik:
am
—=a"", haa#0,m>n.
an
BIZONYITAS:
mdb m—ndb
f—/% f—/%
a® _ aa-...a _ aa-..a _ amn [
a’ hatv.def.d-d-...-degysze- 1 hatv. def.
ndb rlisités

27



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

TETEL: Szorzatot tényezGként is hatvanyozhatunk:

(a-b)t=da"-b"

e

Tétel ,,visszafele” olvasva: Azonos kitevdjd hatvdnyokat ugy is szorozhatunk, hogy az ala-
pok szorzatat a kozos kitevire emeljiik.

BIZONYITAS:
(a-b)y* = (a-b)-(a-b)-...-(a-b) = a-b-a-b-....a-b =
hatv. def. SZOrzas SZOrzas
ndb asszoc. kommut.
=a-a-....a-b-b-...-b = a"-b".[]
b b hatv. def.

TETEL: Tortet Gigy is hatvanyozhatunk, hogy a szamlal6t és a nevez6t kiilon-kiilon hatvanyozzuk
és a kapott hatvanyoknak a kivant sorrendben a hanyadosat vessziik.

a\" _a"
=] =—, hab=0.
(b) pr

e 2

Tétel ,,visszafele” olvasva: Azonos kitev§jd hatvdnyokat gy is oszthatunk, hogy az alapok
hanyadosat a k6zos kitevdre emeljiik.

BIZONYITAS:
ndb

n ,—/%
(z) _ (g)(g) (g) _ aa..a _ a -
D/ hatv.def\D bl T \b tortek b'b'...'bhatv.def.bn‘
——————~————szorzdsa v

ndb ndb

TETEL: Hatvdnyt Ggy is hatvdnyozhatunk, hogy az alapot a kitevék szorzatdra emeljiik:

BIZONYITAS:
(a®y™ = (a®)-(a")-...-(a") = a-a-...-a\-(a-a-...-a)-...-(a-a-...a) =
n. hatv. def. " |szorzds
m. hatv. def. mdb ndb ndb ndb ASSZOC.
mdb
=a-a---- a-a-a-....a = am"".[]
hatv. def.

II. Permanencia-elv

A hatvanyozds fogalmat kiterjesztjiilk minden egész kitevire, majd egész kitevérdl racionalis kite-
vére, majd raciondlisrdl irraciondlis kitevSre ugy, hogy az el6bbi, pozitiv egész kitevére teljesiils
azonossagok tovabbra is teljesiiljenek. A fogalom értelmezésének kiterjesztése esetén ezt az igényt
nevezziik permanencia-elvnek.

I11. A hatvanyozas kiterjesztése

s

A 2. azonossag segitségével a hatvanyozds fogalma kibGvithet§ az egész szamokra a kovetkezd
moédon:

DEFINICIO: Tetszleges a#0 valés szdmra a” = 1. Minden nulltél kiilonbozé valés szamnak
a nulladik hatvanya 1.
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0°-t nem értelmezziik (nem lehet tgy értelmezni, hogy sszhangban legyen a hatvinyozas értelme-
zéseivel:
* 0% =0 kellene, mert 0 minden pozitiv egész kitevs hatvanya 0.
s 0° =1 kellene, mert minden egyéb szdm nulladik hatvanya 1.)
Bizonyithat6, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvinyozds azonossdgai érvényben maradnak.
PL

a _an:a0+n:an
a-ag"=1-a"=a"
DEFINICIO: TetszGleges a # 0 valds szdm és n pozitiv egész szdm esetén a™" =ln. Minden 0-t6l

a
kiilonbdz6 valés szam negativ egész kitevgjii hatvanya a szam megfelel§ pozitiv kitevjd

P

hatvanyénak a reciproka (vagy a szdm reciprokanak a megfelel§ pozitiv kitevdjid hatvanya).

Bizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozds azonossigai érvényben maradnak.
PL

a.gt=qg"tn =CZ0 =1

Ezzel a két definicidval a 2. azonossdg igaz minden n, m € Z-re:
am _a"

Han =m, akkor —=—=1.
a® a"

s

Ha m < n, akkor m darab a-val egyszerdsitiink, a szdmlédléban 1, a nevezSben pedig n — m darab

a szorz6tényez6 marad, ami a hatvany definicidja miatt

— . Alkalmazva a negativ egész kite-

al’l

v&jt hatvany definicigjat L _ 1 —qn-" .
an—m a—(m—n)

A hatvanyozas fogalmat ezutan racionalis kitevére terjesztjiik ki:

DEFINICIO: Az a pozitiv valés szam L _adik hatvanya az a pozitiv valds szam, amelynek g-adik
q

q
P
hatvénya a”, azaz (aq ) =aP.
P
A definiciébdl kovetkezik: a4 =4ar .
Az alap csak pozitiv szdm lehet, mert példaul
2 r 1 1
(=2)4 =[ (22 |4+ =44 =22 =/2 értelmes,

2 1
(-2)4 =(-2)2 =+/-2 nem értelmezhetd, pedig a két hatvany értékének (azonos alap, azonos

kitevs) meg kell egyeznie.
Bizonyithatd, hogy ezzel az értelmezéssel a hatvanyozas azonossigai érvényben maradnak.

Pl.
(ag)" = as'n =ak

(a%)n :(n ak )n — g

A hatvanyozast kiterjeszthetjiik tetszéleges valés kitevére. Ehhez az irracionalis Kitevét kell ér-
telmezniink.
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Az értelmezés azon alapul, hogy barmely irraciondlis szdm tetszSlegesen kozelithet§ két oldalrél
raciondlis szamokkal. Igy ha pl.: 22 hatvanyt szeretnénk meghatdrozni, akkor ehhez a /2 értékét

2 2

kozelitjiik néla kisebb, illetve nila nagyobb raciondlis szdmokkal, majd a kozelit6 értékekre, mint

kitev6re emeljiik a 2-t. Bizonyithatd, hogy 22 értéke 1étezik, és ily médon tetszSlegesen kozelit-
het6 (rendor elv).

s 27

DEFINICIO: Az a pozitiv valés szam « irracionalis kitevgjii hatvanya, azaz a* jelentse az a” so-
rozat hatarértékét, ahol r egy raciondlis szdmsorozat tagjait jeloli és r — a. Képlettel:

lim a” =a%.
r—o

IV. Az n-edik gyok fogalma

A gyodkvonds mivelete a hatvanykitev és a hatvany ismeretében az alap kiszdmoldsat teszi lehetd-
vé. A gyokvonds a hatvanyozds egyik forditott mivelete: az a valés szdm n-edik gyoke (n € Z*,
n# 1) az x* = a egyenlet megoldésa.

Az a szam n-edik gyokének jelolése: ¥/a , han e N*.

A gyokvonas értelmezésénél kiilonbséget kell tenni a paros és paratlan gyokkitevd kozott (hiszen
paros n-re és negativ a-ra az x" = a egyenletnek nincs megolddsa, mivel a valds szdmok péros kite-

s

v6jd hatvanya nem lehet negativ. Tehét paros n-re és negativ a-ra az a szam n-edik gyoke nem
értelmezhetd.)

DEFINICIO: Egy a valds szam (2k + 1)-edik (k e N*) gyokén azt a valds szdmot értjiik, amelynek
(2k + 1)-edik hatvanya a.

2k+1
Képlettel: (2’”\1/5) o a,aholkeZ*.
DEFINICIO: Egy nemnegativ valds a szdm 2k-adik (k € N™) gyokén azt a nemnegativ valés szamot
értjiik, amelynek 2k-adik hatvénya a.
2k
Képlettel: (%/a)” =a,ahola>0, */a>0, keZ".
DEFINICIO: Egy nemnegativ valds a szdm négyzetgyokén azt a nemnegativ valds szamot értjiik,
amelynek négyzete a.
2
Képlettel: (\/E) =a,ahola>0, Ja=>0.

A paros és pdaratlan gyokkitevére vonatkozé definicidk kozotti kiilonbségbd6l addddan:

(4a)" =lal 6s (*a)™" =, pl. =5 =5, de (=5 =-5.

V. A négyzetgyok azonossagai

TETEL: Va-b =a-/b ,haa, b nemnegativ valés szamok.
Szorzat négyzetgyoke egyenld a tényezGk négyzetgyokének szorzatdval. Tehat szorzatbdl
tényez6nként vonhatunk gyokot.

BIZONYITAS: Vizsgaljuk mindkét oldal négyzetét:

(Vab) =a-b,

a négyzetgyok definicigja miatt.

(Va-vb)' =(Ja)’ - (V&) =a-b,

a szorzat hatvanyanak azonossaga és a négyzetgyok definici6ja miatt.
A két oldal négyzete egyenld.
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Ha mindkét oldal értelmes, vagyis nemnegativ, akkor a hatvanyozas azonossidgabdl kovetke-
zik a két oldal egyenlGsége.[]

TETEL: \/E = ﬁ, ha a, b nemnegativ valds szamok, b # 0.
b b &

Tort négyzetgyoke egyenld a szamlald és a nevezd négyzetgyokének hanyadosaval.

, k c P
TETEL: +a* = (\/Z) , ha k egész, a > 0 valés szdm.
A hatvanyozds és a gydkvonds sorrendje felcserélhet6 egymdssal pozitiv alap esetén.
Figyelni kell arra, hogy a négyzetre emelés és a négyzetgyokvonds sorrendje nem cserélhetd

fel, ha az alap negativ. [gy 4ltaldnosan: Ja? = | a|.

VI. Hatvanyfiiggvények és azok tulajdonsagai

DEFINICIO: Az f: R — R, f{x) = x" fiiggvényt, ahol n € N*, hatvanyfiiggvénynek nevezziik.
A hatvanyfiiggvények értelmezhetSek n = 0 esetre is, de ett6] most eltekintiink.
A hatvanyfiiggvény vizsgdlatat két részre kell bontanunk aszerint, hogy n paros-e vagy pa-

ratlan.
Jellemzés:
A fiiggvény £R >R, flx) =x* 2R SR, gx) =x**!
abrazolasa: v e y y=x2
all
] 3
all
1 X
értelmezési tartomanya: valés szdmok halmaza: R valés szdmok halmaza: R
értékkészlete: nemnegativ valés szdmok halma- valés szamok halmaza: R
za: R§
monotonitasa: ha x < 0, akkor szigordan mono- szigordan monoton né
ton csokken, ha x > 0, akkor szi-
goriian monoton ng
szélsdértéke: abszolit minimuma van az x = 0 nincs
helyen, a minimum értéke

Sfx) = 0.

gorbiilete: alulrdl konvex ha x < 0, akkor alulrél konkav, ha
x > 0, akkor alulrél konvex

zérushelye: x=0 x=0
paritasa: péros: f(—x) = f(x) paratlan, vagyis g(—x) = —g(x)
korlatossag: alulrdl korlatos, feliilrél nem nem korlatos

korlatos.
invertalhatésag: invertalhatd, ha x > O: inverze az invertalhato: inverze az

LRGSR, )= Hx gHR SR, gl = H*Yx
fiiggvény fiiggvény
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Gorbiilet szempontjabdl kiilon kell venni az n = 1 esetet: ekkor a fiiggvény se nem konvex, se nem

konkav.

A hatvanyfiiggvények folytonosak, minden pontban derivdlhat6ak, minden korldtos intervallumon

integralhat6ak.

VII. Négyzetgyokfiiggvény és tulajdonsagai

DEFINICIO: Az f: R§ — R, fix) = </x fiiggvényeket négyzetgyokfiiggvényeknek nevezziik.

Jellemzés:

A fiiggvény

FRE-R, f0) = x

abrazolasa:

v

y=x

értelmezési tartomanya:

nemnegativ valés szdmok halmaza: R{

értékkészlete: nemnegativ valds szdmok halmaza: R}
monotonitasa: szigordan monoton nd

szélsGértéke: abszoldt minimuma van az x = 0 helyen, a minimum értéke f{x) = 0.
gorbiilete: alulrél konkav

zérushelye: x=0

paritasa: nincs: nem paros, nem pdratlan

korlatossag: alulrél korlatos, feliilr6l nem korlatos
invertalhatésag: invertalhat6: inverze az f': R§ — R, f!(x) = x? fiiggvény

A gyokfiiggvények folytonosak, differencidlhatéak, integralhatdak.

Példdk négyzetgyokfiiggvényre:
f(xX)=x+1-2 f(x)=—x+14+2

Y

0 [ X

yh

N
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f)=VI-x+2=/~(x-1)+2 f)==1-x-2=-/~(x-1)-2

y v

—

/

VIII. Alkalmazasok:

Hatvanyozas:

2 2

Primtényezds felbontdsban pozitiv egész kitevjl hatvanyok, legnagyobb kozos osztd, legki-
sebb koz0s tObbszoros, osztok szama

Normalalakban: egyszeriibb a kicsi és a nagy szamokkal valé mtveletek elvégzése

A szdmrendszerek felépitése a hatvanyozdson alapul

Mértani sorozat: a,, S, kiszdmoldsa

Ismétléses varidcidk szama: n¥

Hasonlo testek felszinének aranya A%, térfogatanak aranya A3
Kamatos kamat szamitdsa

Négyzetes tttorvény: s = % .12
Radioaktiv bomlés
Meértékegységvaltas
Binomialis eloszlas

Nevezetes azonossdgok

Gyokvonas:

Magasabb foku egyenletek megolddsa

Pitagorasz-tétel (négyzetre emelés, gydokvonas)

Meértani k6zEp (gyokvonas)

Magassag-, illetve befogététel (négyzetre emelés, gydokvonds)
Kocka élének, vagy gobmb sugardnak kiszdmoldasa a térfogatbdl

!l hosszusagu fonélinga lengésideje: T =27 \/z
8

h magassagbdl szabadon esé test sebessége: v =./2gh

Kamatos kamatndl a kamattényez§ kiszdmitdsa
Harmonikus rezgémozgas korfrekvencidjanak kiszamitasa

Matematikatorténeti vonatkozasok:

Mir idészdmitdsunk kezdetén ismerték kinai matematikusok a négyzetgyok és kobgyok fo-
galmat, a mai jelolésrendszere a XVI. szdzadban alakult ki.

A 13. szazadi kinai matematikusok az egyenletet meg tudtdk oldani, azaz tetszGleges pozitiv
szambol tudtak gyokot vonni.

Oresmicus (1323-1382) francia matematikus foglalkozott el6szor a tortkitevGs hatvanyokkal.

Stifel (1487-1567) német matematikus irta le a nulladik és a negativ egész kitevGji hatva-
nyokat.

33



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

6. A logaritmus fogalma és azonossagai.
Az exponencialis és a logaritmusfiiggvény.

Vazlat:

I. A logaritmus definicidja
II. A logaritmus azonossagai
III. Exponencidlis fiiggvény, tulajdonsigai
IV. Logaritmusfiiggvény, tulajdonsigai
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Logaritmus definicioja

Aza*=b(a>0,b>0, a#1) egyenlet megolddsakor az x kitevst keressiik. Ennek az egyenletnek
az egyetlen megoldasa x = log,b.

DEFINICIO: A logaritmus a hatvdnyozas egyik forditott mivelete: log,b (a alapu logaritmus b) az
az egyetlen valds kitevd, melyre a-t emelve b-t kapunk: a'°2? =b, (a>0,b>0, a# 1), va-
gyis log,b = c egyenértékd azzal, hogy a® = b. (A kitevét fejezziik ki a hatvanyalap és a hat-
vanyérték ismeretében.)

Elnevezések: a = logaritmus alapja, b = hatvanyérték.
A logaritmus alapjat azért valasztjuk pozitiv szamnak, mert
* negativ alap esetén a tortkitevds hatvdny nem értelmezhets.

* ha az alap O lenne, akkor a hatvanyérték barmilyen (0-tdl kiilonb6zd) kitevére 0, igy a ki-
tevOkeresés nem egyértelmd.

* ha az alap 1 lenne, a hatvényérték a kitevs barmely értékére 1, igy sem egyértelmd a kite-
vikeresés.

Ha a logaritmus alapja 10, akkor a jel6lés: log;gpx = lgx. Ha a logaritmus alapja e, akkor ter-
mészetes alapu logaritmusrdl besz€liink, igy a jelolés: log.x = Inx.

I1. Logaritmus azonossagai

TETEL: Szorzat logaritmusa egyenld a tényezdk logaritmusédnak 6sszegével:
log,(x - y) =log,x + log,y, aholx, y>0,a>0,a#1.
BIZONYITAS: A logaritmus definicidja alapjan:
x=a'%%* és y=alo%.y illetve x-y=a'o2(xy)
Nézziik az 4llitas bal oldalat:
log,(x-y)=log,(a%* - al°2.¥) = log,, a'%8.**1°2.¥ = log , x +log,, v,

az azonos alapu hatvanyok szorzésa és a logaritmus definici6ja miatt.
Igy a bizonyitando allitds igaz.[]

TETEL: Tort logaritmusa megegyezik a szamldlé és a nevezd logaritmusénak kiilonbségével:

loga(£)=logax—logay, aholx,y>0,a>0,a#1.
y
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TETEL: Hatvany logaritmusa az alap logaritmusanak és a kitevének a szorzata:

TETEL: Attérés mas alapu logaritmusra:

log.b
log.a

c

log, b=

BIZONYITAS: A logaritmus definici6ja alapjan: b = a'°2.?
[rjuk fel: log, b =log, a'°%" =log, b-log.a,

a logaritmus definicidja és a hatvany logaritmusa miatt.
Kaptuk: log.b =log,b - log.a
logcb . Ez a bizonyitand¢ allits.[]

a
c

, 0
Iey: log b=
gy. log, log

I11. Exponencidlis fiiggvény:

logaxkzk-logax, aholx>0,a>0,a=1,keR.

,ahola,b,c>0,a,c#1.

/: log.a # 0 a feltételek miatt.

DEFINICIO: Az f: R — R, fix) = a* (a > 0) fiiggvényt exponencilis fiiggvénynek nevezziik.
Az a =1 esetén az exponencidlis fliggvény konstans: fix) =17 = 1.

Jellemzés:
A fiiggvény £ R =R, fix)=d", 2R >R, gx) =a",
0 <a< 1 esetben 1 < a esetben
abrazolasa:

y=a"
O<a<1

y

értelmezési tartomanya:

valos szamok halmaza: R

valds szamok halmaza: R

LR >R, f(x) =log,x
fliggvény

értékkészlete: pozitiv valés szdmok halmaza: pozitiv valds szdmok halmaza:
R* R*

monotonitasa: szigorian monoton csokken szigordan monoton né

szélsGértéke: nincs nincs

gorbiilete: alulrél konvex alulrél konvex

zérushelye: nincs nincs

paritasa: nincs: nem paros, nem paratlan nincs: nem pdros, nem pdratlan

korlitossag: alulrdl korlatos, alulrdl korlatos,
feliilr6l nem korlatos feliilr6] nem korlatos

invertilhatdésag: invertalhatd: inverze az invertalhatd: inverze az

g R S R, g7l (x) = log,x
fliggvény

Az exponencidlis fliggvény folytonos, differencidlhatd, integréalhato.
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IV. Logaritmusfiiggvény

DEFINICIO: Az f: R* — R, fix) =log,x, (a >0, a # 1) fiiggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezziik.

Jellemzés:
A fiiggvény £ R = R, fix) = log,x, g:R - R, g(x) = log,x,
0 <a< 1 esetben 1 < a esetben
abrazolasa: y y
y=log,x
a>1

y=log,x
O<a<A1

értelmezési tartomanya:

pozitiv valés szamok halmaza:

pozitiv val6s szamok halmaza:

R* R*
értékkészlete: valés szamok halmaza: R valés szamok halmaza: R
monotonitasa: szigorian monoton csokken szigordan monoton né
szélsoértéke: nincs nincs
gorbiilete: alulrél konvex alulrél konkav
zérushelye: x=1 x=1
paritasa: nincs: nem paros, nem paratlan nincs: nem pdros, nem pdratlan
korlatossag: nem korlatos nem korlatos
invertalhatosag: invertalhatd: inverze az invertalhatd: inverze az
FARSR, Al )=a"(0<a<l)| g"R->R,g'®)=a"(1<a)
fliggvény fliggvény
A logaritmusfiiggvény folytonos, differencidlhatd, integralhatd.
Kapcsolat az exponencidlis és a logaritmusfiiggvények kozott:
0<a<l1 1<a
y=a" y=x,
0<a<1 &
y=logyx
a>1
X 1N X
y=log,x
0<a<1

Az exponencidlis fiiggvény a # 1 esetén invertalhatd, inverze az f~': R* — R, f~!(x) = log,x; a > 0,

a # 1 logaritmusfiiggvény.
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A logaritmusfiiggvény invertdlhat6, inverze az f': R = R, f~!(x) = a*; a >0, a # 1 exponenciilis
fiiggvény.

Kiegészités:

DEFINICIO: Az f fiiggvény inverze a g fiiggvény, ha az f értelmezési tartomdnyanak minden x ele-
mére igaz, hogy f(x) eleme a g értelmezési tartomanyénak és g(f(x)) = x. Az inverz fliggvény
jelolése: g =f".

Ha az f és a g fliggvények egymadsnak inverzei, akkor az f értelmezési tartoménya a g érték-
készlete, az f értékkészlete a g értelmezési tartomanya.

Ha két fiiggvény egymadsnak inverzei, akkor grafikonjaik egymadsnak tiikorképei az y =x
egyenlet egyenesre.

V. Alkalmazasok:

» 2* =3 egyenlet megoldasa logaritmussal

* matematikai miiveletek visszavezetése egyszertibb miveletek elvégzésére (szorzas helyett
0sszeadds, hatvdnyozdés helyett szorzds)

» kamatos kamatszdmitdsndl az alaptSke, az n-edik év végi tGke, és a kamattényez$ ismereté-
ben az n meghatérozasa:

b=t = L=gn = lgiolgg = 1g=nlgg = n=EaEh
0 fo fo lgg
* szdmolds gépbe nem férd nagy szdmokkal, pl.:
85200
XZW = lgx=200-1g85-120-1g130=132,21

x=1013221 =10132.10021 =1,6218-10!32

* gravitdcids erGtérben a barometrikus magassagformuldban a levegé strlisége a magassaggal
exponenciélisan csokken

* a Richter-skdla (foldrengések méretét hatdrozza meg) logaritmus alapi

* pH érték: az oldatok szabad oxdnium-ion koncentricidjanak negativ 10-es alapd logaritmu-
sa: pH = —-1g[H;0"]

» exponencidlis fiiggvény frja le: a radioaktiv izotépok bomldsat, az oldédas folyamatat, a kon-
denzator feltoltddésének és kisiilésének folyamatat.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A logaritmust Napier (1550-1617) sk6t matematikus taldlta ki, a logaritmus sz6t a logosz
(viszony) és az aritmosz (szdm) gordg szavakbdl alkotta. Els6sorban matematikai szdmitaso-
kat megkonnyitését segité mdodszereket talalt ki, igy a logaritmust, amely a csillagiszati sza-
mitdsokban bizonyult hasznosnak. Kepler haszndlta csillagdszati tabldzatai elkészitésekor.
Napier feltaldlta a réla elnevezett szamolépalcdkat, melyek segitségével a szorzds és az osz-
tds gyorsabban volt elvégezhetd. A trigonometrikus fiiggvények logaritmusanak tabldzatat is

elkészitette, tdblazatdban a logaritmus alapja 1 volt.
e

* Biirgi (1552-1632) svéjci érasmester €s matematikus csillagdszati eszkozokkel is foglalko-
zott Kepler munkatdrsaként. Segitett Keplernek a csillagdszati szdmitdsokban, ehhez megal-
kotta az els6 logaritmustablazatot.

» Az oxfordi egyetem tanara Briggs (1561-1630) angol matematikus és Napier kdzosen kidol-
goztdk az elsd 10-es alapu 8 jegyt logaritmustdbladzatot.

* Napier szdmol6palcdibdl az 1600-as években kifejlesztették a logarlécet, amelyet az 1970-es
évekig haszndltak. A logarléc és a logaritmustablazatok tobb szaz évig nélkiilozhetetlen esz-
kozei voltak a bonyolultabb szamitdsokkal foglalkozé embereknek. Szerepiik csak az elekt-
romos szamologépek és a szamitdgépek megjelenésével sziint meg fokozatosan.
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7. Egyenletmegoldasi mddszerek, ekvivalencia,
gyokvesztés, hamis gyok.
Masodfokii és masodfokiira visszavezethet6 egyenletek.

Vazlat:

I. Egyenlet, egyenlet gyokének fogalma
II. Egyenlet-megoldasi médszerek
III. Ekvivalencia
IV. Gyokvesztés
V. Hamis gyok
VI. Misodfoku egyenletek, megoldasuk
VII. Uj ismeretlennel masodfokira vezetd egyenletek
VIII. Alkalmazasok, matematikatOorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Egyenlet

DEFINICIO: Az egyenlet barmely két egyenlGségjellel osszekotott kifejezés. A kifejezésben sze-
repl§ valtozok az ismeretlenek.
Az egyenlet olyan valtozo6tdl fiiggd 4llitds (nyitott mondat), amelynek az alaphalmaza szam-
halmaz.

DEFINICIO: Az alaphalmaz az ismeretlenek azon értékeinek halmaza, ahol az egyenletet vizsgél-
juk, ahol a megolddsokat keressiik.

DEFINICIO: Az egyenlet értelmezési tartomanya az alaphalmaznak az a legbGvebb részhalmaza,
ahol az egyenletben szerepl§ kifejezések értelmezhetSek.

DEFINICIO: Az egyenletet igazza tevs értékek az egyenlet megoldasai vagy gyokei.

DEFINICIO: Az alaphalmaz azon elemeinek halmaza, amelyekre az egyenlet igaz, vagyis az egyen-
let megoldasainak (vagy gyokeinek) halmaza az egyenlet megoldashalmaza (vagy igazsig-
halmaza).

DEFINICIO: Az azonossag olyan egyenlet, amelynek a megolddshalmaza megegyezik az egyenlet
értelmezési tartomdnyéval.

I1. Egyenlet-megoldasi médszerek:

1. Mérlegelv: az egyenlet két oldaldnak egyforma valtoztatdsanak médszere.
A mérlegelv szerint egy egyenlet gyokeinek halmaza nem valtozik, ha
* az egyenlet mindkét oldaldhoz ugyanazt a szdmot hozzaadjuk, vagy mindkét oldaldbdl
kivonjuk;
* az egyenlet mindkét oldalat ugyanazzal a 0-t6l kiilonb6z8 szammal szorozzuk, osztjuk.

2. Grafikus megoldas: Az egyenlet két oldalan 4ll6 kifejezést, mint fiiggvényt abrazoljuk.
Ilyenkor a két grafikon k&z0s pontjainak abszcisszai adjdk a megoldast.
Hatranya: pontatlan lehet a leolvasas.
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2~

3. Szorzatta alakitas: Bonyolultnak t(iné vagy tdl ,,magasfoki” egyenlet megoldasakor ki-
emeléssel vagy megfeleld csoportositds utdni kiemeléssel szorzattd alakitjuk az egyik oldalt
ugy, hogy a masik oldal O legyen. Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha legaldbb az egyik
tényezdje 0. Ezzel egyszeritibb, vagy alacsonyabb foku egyenlethez jutunk. Pl.:

=) +dx+(x-2)3x=-2)=0 = (x—2)(x> +4x+3x—2) =0.

4. Ertelmezési tartomany vizsgalata: Bizonyos esetekben az értelmezési tartomany egyetlen
szdm, vagy lires halmaz. Ha egy szam, akkor ellenérizziik, hogy valéban megoldas-e, ha iires
halmaz, akkor nincs megoldas.

o Jx=1-+1-x=0 = Ds= = ellendrzés = x =1 az egyetlen megoldas.
1-v1 0 D= {1} llendrzé 1 gyetl golda
e Jx-1= 1 = D= {} = nincs megoldds.
/—1 X 'f {} g

5. Ertékkészlet vizsgalata: Bonyolultnak t{in vagy tobb ismeretlent tartalmazé egyenlet meg-
olddsakor alkalmazhatjuk, ha az egyenlet tartalmaz pl. négyzetre emelést, négyzetgyokvo-
nast, abszolut értéket, exponencidlis kifejezést, szinuszt, koszinuszt.

X=3|+(+4)?+22+4=0 = x=3, y=—4,z=-2.

o 2%=4=_1,de 2% %> 0# -1 = nincs megoldis

o Jx+1=-2,de Jx+1>0#-2 = nincs megoldas

o sin2x—2sinx+1++/sin2x—4sinx+4 =4 = |sinx—1|+|sinx—2|=4

sinx—1€[-2,0]= | sinx—1|=—sinx +1
H_J

negativ
sinx—2€[-3,~1]=|sinx -2 |=—sinx +2
NY—

negativ

:>—sinx+1—sinx+2=4:sinx=—%

6. Uj ismeretlen bevezetése: Bonyolultnak tiing egyenlet megoldasat visszavezetjiik egy mar
ismert egyenlettipus megoldasara. Pl.:

tg*x —5tg?x+4=0 = a:=tg’x = a*-5a+4=0
III. Ekvivalencia (egyenértékiiség)

DEFINICIO: Két egyenlet ekvivalens, ha alaphalmazuk és megolddshalmazuk is azonos.

DEFINICIO: Ekvivalens dtalakitds az olyan dtalakitds, amit egyenletek megolddsa kozben végziink
és ezzel az atalakitdssal az eredetivel ekvivalens egyenletet kapunk.

s 7z

Ekvivalens atalakitds példdul az egyenlet mérlegelvvel tortén6 megolddsa. Nem ekvivalens &tala-
kitas példaul valtozot tartalmazé kifejezéssel osztani az egyenlet mindkét oldalat, vagy négyzetre
emelni az egyenlet mindkét oldalat.
Az egyenletek megoldasa sordn nem mindig van lehet&ségiink ekvivalens atalakitasokat végezni.
Ha lehet, ilyen esetekben vagy értelmezési tartomdny, vagy értékkészlet vizsgalattal probalunk
feltételeket feldllitani.
De még igy is el6fordulhat, hogy olyan 4talakitast végziink, amely sordn
* az Uj egyenletnek sziikebb az értelmezési tartomanya, mint az eredetinek, ekkor gyokvesztés
allhat fenn;
* az Uj egyenletnek b&vebb az értelmezési tartomdnya, mint az eredetinek, ekkor gydknyerés
llhat fenn.
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IV. Gyokvesztés

Gyokvesztés kovetkezhet be, ha a valtoz6t tartalmazd kifejezéssel osztjuk az egyenlet mindkét
oldalat, vagy olyan atalakitast végziink, amely sziikiti az értelmezési tartomanyt.

P1. hib4s megoldés:
X3 4+2x24x=0
U (X
x24+2x+1=0

x=-1

Pl. hib4s megoldés:
lg(x+2)* =21g5 < D;=R-{-2}
21g(x+2)=21g5 « D, =]-2,[

helyes megoldas:
xX342x24+x=0
x(x2+2x+1)=0
x=0
vagy
2 4+2x+1=0x=-1
helyes megoldas:
lg(x+2)? =21g5 < D;=R-{-2}
lg(x+2)? =1g25

lg(x+2)=1g5 (x+2)2=25
x+2=5 x+2=5 = x=3
x=3 vagy
X+2=-5 = x=-7
V. Hamis gyok

Hamis gyokot kapunk, ha az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik, vagy mindkét oldalt az
ismeretlent tartalmazé kifejezéssel szorozzuk, vagy olyan 4talakitast végziink, ami béviti az értel-
mez¢Esi tartomanyt.

PL 7-x=1-x /()?.

Eredeti feltétel: 7—x2>20 = x<7 = Dy= ], 7].

A gyoknyerés kikiiszobolhetd kozbiilso feltétellel: 1 —x>0 = x<1 = ch‘j = J—oo, 1].
T-x=(1-x? = x*-x-6=0 = x;=3 Ech‘j’ Xy =-2 EDfaj

PLox+—L =041 ;1 o0 oy
x—1 x—1 x—1

A gyoknyerés ekkor is kikiiszobolhetd, ha az eredeti egyenletre frunk Dy-et.

Pl. Vx+6-/x+2=+2x+8.

Eredeti feltételek: x + 6 20 = x2-6;x+220=>x2-2;2x+820=x2—4; = Dy=[-1; o[
Ha az egyenletet el8szor rendezziik Gigy, hogy mindkét oldal nemnegativ legyen, négyzetre emeljiik
mindkét oldalt, rendezziik igy, hogy a gyokos kifejezés az egyik oldalra keriiljon, a tobbi tag a ma-
sik oldalra, majd a négyzetre emelés el6tt kozbiilss feltételt irunk, hogy a gydknyerést kikiiszoboljiik:

Jx+6 =vx+2 ++/2x+8 — /négyzetre emelés
X+6=x+2+2-/x+2-4/2x+8+2x+8 — /rendezés

—2x—-4=2-/x+2-4J2x+8 — kozbiils6 feltétel irdsa: a jobb oldal nemnegativ, a bal oldalnak is
annak kell lennie, mivel egyenlSk, azaz 2x—-4>0 = x<-2 = Dﬁ,‘j = {-2}. Ebben az esetben

nem is kell elvégezni a négyzetre emelést, hiszen csak egy szam felel meg az értelmezésnek, ha van
megoldas, akkor csak ez az egy szdm lehet. Ennek ellendrzésével eldonthetd, hogy ez valéban
megoldés-e.

Akér a gyokvesztés, akdr a hamis gyok elkeriilhetS, ha az egyenlet megolddsa sordn mindig figye-
liink az értelmezési tartomany véltozasara, ha lehet, az értékkészletet is vizsgaljuk, mert igy sziki-
teni lehet az alaphalmazt.
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V1. Masodfoku egyismeretlenes egyenlet

DEFINiCIO: Masodfokt egyismeretlenes egyenlet ax> + bx + ¢ = 0 alakra hozhatd, ahol a, b, c € R,
a#0.

Megoldésa lehetséges a megoldoképlettel, szorzatta alakitdssal, teljes négyzetté alakitdssal,
Viete-formuldval.

PL x> +3x=0 vagy x>+ 6x+9=0

_ 2 _
_ —bx~/b”—4ac ahol

TETEL: Az ax’+bx+c=0 (a#0) egyenlet megolddképlete: x,,= 2a ,
b* —4ac > 0.

BIZONYITAS:
ax>+ bx+ ¢=0 /-4a
4a’x* + 4abx + 4ac =0
teljes négyzetté alakitassal:
(Qax + b)> —b*+4ac=0 /+b*—4ac
(2ax + b)* = b* — 4ac
Mivel a bal oldalon négyzetszdm van, ami nem lehet negativ, igy b> — 4ac sem lehet az. (Ha

b* — 4ac < 0, akkor nincs megoldas). Ha b? — 4ac > 0, akkor vonjunk mindkét oldalbél gyo-
kot, figyelve, hogy elkertiljiik a gyokvesztést:

|2ax+b|:\/m
2ax +b = +/b% —dac
2ax =—b+b* —4ac
_—bxb? —dac

X122 2u

DEFINICIO: Az ax? + bx + ¢ = 0 (a # 0) masodfoku egyenlet diszkrimindnsa D = b” — 4ac.

—b £/b* —4ac
2a '
* Ha D =0, akkor az egyenletnek két egymadssal egyenl$ gyoke, vagyis 1 valédi gydke van:

* Ha D >0, akkor az egyenletnek két kiilonbozs valds gyoke van: x,, =

X = —2£ , ezt kétszeres gyoknek is nevezziik, mert x| = x,.
a
* Ha D <0, akkor az egyenletnek nincs valds gyoke.

TETEL: A méasodfoku egyenlet gyoktényezds alakja:
Ha egy ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenlet megoldhaté (azaz D > 0) és két gyoke van x; és x»,
akkor az ax® + bx + ¢ = a(x — x;)(x — x,) minden valés x-re igaz.

TETEL: Viete-formulak: masodfoku egyenlet gyokei és egyiitthatéi kozti osszefiiggések:
Az ax*>+bx+c=0 (a#0) alakban felirt (D>0) masodfoki egyenlet gyokeire:

b c
x1+x2=—— [N X1 Xy =—.
a a

Grafikus megoldas: az x> ax’ + bx + ¢ (a #0) fiiggvény zérushelyei adjak a megoldast. (S6t
a > 0 esetre torekszem!)

2 g2 2 _p2
x+—>ax2+bx+c:a(x2+2x)+c=c{(x+£) —b—}+c:a(x+2—ba) ydac=b”

a 2a 4q? 4a
‘ . b 4ac-b?
Olyan parabola a kép, amelynek tengelypontja T 5 aa )
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VII. Specialis egyenletek

Magasabb fokd, illetve bizonyos exponencidlis, logaritmikus, abszolut értékes, gyokos, trigonomet-
rikus egyenletek 4j ismeretlen bevezetésével masodfokd egyenletre vezethetSk vissza.

x0-3x3-4=0

22¥ —3.2¥ —4=0

g2 x-3lgx-4=0
(x-2)2-3|x-2|-4=0
x+1-3Jx+1-4=0

sin2x—3sinx—4=0

Ezek az egyenletek mind az a® — 3a — 4 = 0 masodfoki egyenletre vezethetSk vissza.

VIII. Alkalmazasok:

egyenes, kor, parabola adott abszcisszdjud vagy ordindtdjd pontjanak meghatirozdsa
magasabb fokud egyenletek megolddsa

Pitagorasz-tétel

koszinusztételbdl oldal kiszamitasa

mély szakadék mélységének meghatdrozdsa: egy ledobott k& dobasatdl a szakadék aljan tor-
ténd koppands hangjdnak meghalldsdig eltelt id6 mérésével.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

Az 6kori Mezopotamidbol Kr.e. 2000-b8l szarmazé ékirasos tablakon talalhato jelek alap-
jén tudjuk, hogy az akkori frastudék mér meg tudtak oldani elsé és méasodfokud egyenleteket
és egyenletrendszereket.

A legrégebbi irdsos emléken, a Rhind-papiruszon (~Kr.e. 1750) lathatjuk a nyomait a gya-
korlatbol ered§ algebrai ismereteknek: 85, a hétkoznapi élettel 6sszefiiggs szdmolasi és geo-
metriai feladatot tartalmaz. Ezek kozott megtaldlhatéak az egyszerd elsGfoku egyismeretlenes
egyenletek megoldédsi mddszerei.

Idészamitasuk kezdete koriil keletkezett Kindban a Matematika Kilenc fejezetben cimd m.
Ennek utolsé fejezetében mar megtaldlhaté a masodfokd egyenlet megolddsdnak szabdlya,
amely azonos a ma haszndlt megolddképlettel.

Euklidesz Kr.e. 300 koriil élt gorog matematikus Elemek cim{i mtvében geometrikus tér-
gyaldsban vizsgélta a mdsodfokd egyenlet megoldésait, szakaszok ardnydval szerkesztette
meg az ismeretlen szakaszt.

Viete (1540-1603) francia matematikus haszndlt el&szor bettiket az egyiitthatdk jelolésére,
6 irta fel eldszor a gyokok és egyiitthatok kozti osszefliggéseket.

Cardano (1501-1576) olasz matematikus megalkotta a harmadfoki egyenlet megold6kép-
letét, a negyedfoki egyenlet megoldasat visszavezette harmadfoku egyenlet megolddsara.
Abel (1802-1829) norvég matematikus bebizonyitotta, hogy az éltalanos 6todfoku-, vagy
magasabbfoki egyenletekre nem 1étezik univerzdlis megoldéképlet (réla nevezték el a ma-
tematikai Nobel-dijnak megfelel Abel-dijat).

Galois (1811-1832) francia matematikus megmutatta, melyek azok az egyenlettipusok, ame-
lyek a 4 alapmiivelettel és gyokvondssal megoldhatdk.
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8. A leir¢ statisztika jellemz6i, diagramok.
Nevezetes kozepek.

Vazlat:

I. Adatsokasdgok jellemzdi (diagram, tidbldzat, osztilyokba sorolds)
II. A leir6 statisztika jellemzdi: tablazat, osztdlyba sorolds, mintavétel, gyakorisdg, relativ gya-
korisag
III. Diagramok: kor-, oszlop-, vonaldiagram, gyakorisdgi diagram
IV. Adatok jellemzése: kozépértékek (médusz, medidn, dtlag), terjedelem, szoras
V. Nevezetes kozepek (szamtani, mértani, harmonikus, négyzetes)
Kozepek kozti 6sszefliggések
VI. Nevezetes kozepek alkalmazasa szélsGérték-feladatokban
* Osszeg dllanddsdga esetén szorzat maximalizalasa
* szorzat dllanddsdga esetén Osszeg minimalizaldsa
VII. Alkalmazdsok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:
I. Adatsokasagok jellemzo6i

DEFINICIO: A statisztika feladatai kozé tartozik, hogy bizonyos egyedek meghatérozott tulajdon-
sagairdl tdjékozodjék, majd a szerzett (altaldban szdmszeri) adatokat feldolgozza, elemzi. Az
elemzéshez Osszegytjtott adatok halmazat adatsokasagnak, mintdnak, a meghatarozott tulaj-
donsagot ismérvnek, valtozénak nevezziik. A sokasig elemeinek az ismérv szerinti tulajdon-
sdgat statisztikai adatnak, az adatsokasdg elemeinek szdmat a sokasdg méretének nevezziik.

IL. A leiro statisztika jellemz6i

A leir6 statisztika a tomegesen elGforduld jelenségekkel, a jelenségekbdl nyert adatok vizsgilata-
val, elemzésével (leirasaval) foglalkozik.

A statisztika egyik fontos feladata az adatok Osszegytjtése. Ha a vizsgalandd egyedek szdma na-
gyon nagy, akkor nem minden egyedet vizsgdlunk meg a tulajdonsag alapjan, hanem az adatsoka-
sagnak vessziik egy részhalmazat, vagyis az egyedek koziil mintat vesziink. A megfelelGen kiva-
lasztott minta elemzésébdl kovetkeztethetiink a sokasdg adataira.

A reprezentativ mintavételnél torekedni kell arra, hogy a vizsgalt tulajdonsag elGforduldsa a min-
tdban kozelitse a sokasdgban vald el6forduldsat. Pl. kozvélemény-kutatas.

Véletlenszerii mintavételnél a sokasdg elemei egyenl§ valdszintséggel keriilnek a mintdba. Pl. ur-
nabdl huzas.

DEFINICIO: Az egyes adatok elSforduldsanak a szdma a gyakorisag. Az adatok dsszehasonlithat6-
sdga miatt sokszor a gyakorisagnak a teljes adatsokasaghoz viszonyitott ardnyaval, a relativ
gyakorisaggal dolgozunk, azaz a gyakorisiagot osztjuk az adatok szaméaval.

Az adatokat megadhatjuk tablazatos formdban, igy az adatok attekinthetGen lathaték. Téablazat
hasznélatdnak elénye, hogy nagyobb adathalmazokat toéméren, helytakarékosan abrazolhatunk.
Leggyakrabban a gyakorisagi tdblazatot hasznéljuk, ez a lehetséges adatokat és a hozzajuk tartoz6
gyakorisdgokat tartalmazza.

Osztalyokba soroljuk az adatokat, ha nagy méretd (sok adatbol 4ll6) adatsokasaggal dolgozunk,
vagy ha sok kiilonbozd érték van kozel azonos gyakorisdggal a sokasagban, akkor az egymdshoz
kozeli értékek Osszevondsdval az adatokat osztdlyokba rendezziik. Az osztdlyba soroldsndl fontos
szempont, hogy az osztdlyoknak diszjunktaknak (kiilondlléknak), de hézagmentesnek kell lennie.
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I11. Diagramok
Az adatok grafikus megjelenitése diagramon torténik, amelynek tipusat a feladat hatdrozza meg.

Oszlopdiagram: az adatok egymadshoz valé viszonyat dbrdzolja. Nem célszerd haszndlni, ha az
adatok kozt van 1-2 kiugré érték (tdl nagy: nem fér rd a diagramra, tdl kicsi: eltorpiil a tobbi oszlop
kozt), vagy ha az adatok kozotti eltérés nagyon kicsi (kdzel azonosnak latszanak az értékek). A viz-
szintes tengelyen az adatfajtdknak megfeleld intervallumokat jeldljiik, ezek folé olyan téglalapokat
rajzolunk, amelyeknek teriilete ardnyos az adatfajta gyakorisdgaval.

Hisztogram (gyakorisagi diagram): az adatok gyakorisagi eloszldsat oszlopdiagramon é&brazolja
ugy, hogy az oszlopok hézagmentesen helyezkednek el.

Savdiagram: forditott oszlopdiagram, amelyben a két tengely helyet cserél, az oszlopok vizszinte-
sek, azaz savok.

Kordiagram: a részadatoknak az egészhez valdé viszonyat dbrazolja. Alkalmas %-os formaban
megadott adatok dbrazoldsara. A teljes szog (360°) 100%-nak felel meg, a megfelelS szdzalékérték
egyenesen aranyos a korcikk kozépponti szogével. Nem célszerd haszndlni, ha nagyon sok az adat
(tdl kicsik a kozépponti szogek, nem 6sszehasonlithatdk)

Vonaldiagram: koordinatarendszerben pontként dbrizolja az Osszetartozé szamparokat, és ezeket
torottvonallal koti ossze. Kiilonboz§ adatok (pl. id6beli) valtozasat abrazolja. A gyakorisdgok vo-
naldiagramjat gyakorisdgi poligonnak nevezziik.

IV. Statisztikai mutatok

A kozépértékek

Az adatsokasdg egészét csak leegyszerisitéseket alkalmazva tudjuk jellemezni. Ezt a célt szolgaljak
a kozépértékek, amelyek egyetlen szdmmal {rnak le egy adathalmazt.

Ezek elénye, hogy megfelelGen alkalmazva jol jelenitik meg az egész adatsokasdg valamilyen tu-
lajdonsagéat, ugyanakkor hatranyuk, hogy nem nyujtanak képet az egyes adatokrol.

DEFINICIO: Egy adatsokasdgban a leggyakrabban elfordul$ adat a minta médusza.
Ha a legnagyobb gyakorisdg csak egyszer fordul el§ az adatsokasdgban, akkor az egymo-
duszu, ha tobbszor is elfordul, akkor tobbmoduszu, tehat a modusz tobb elem is lehet, ha
ugyanakkora a gyakorisaguk.
A médusz elénye, hogy konnyen meghatdrozhatd, hatranya, hogy csak akkor ad hasznalhaté
jellemzést a mintdrdl, ha a tobbi adathoz képest sokszor fordul elG.

DEFINICIO: Az adatok 6sszegének és az adatok szdmdnak hdnyadosa a minta dtlaga (szamtani
kozepe).
Ha egyes adatok tobbszor is el6fordulnak, akkor az dsszegben szorozni kell 6ket a gyakori-
sagukkal és az Osszeget a gyakorisdgok Osszegével osztjuk. Ez a siilyozott szamtani kozép.
Az 4tlag fontos tulajdonsdga, hogy a ndla nagyobb adatoktdl vett eltéréseinek Osszege
egyenld a ndla kisebb adatoktdl vett eltéréseinek 6sszegével.
Hatranya, hogy egyetlen, a tobbitdl jelentGsen eltérd adat eltorzithatja, igy ekkor mér nem jol
jellemzi a mintat.

DEFINICIO: Pératlan szdmd adat medianja a nagysédg szerinti sorrendjiikben a k6zépsé adat, paros
szamu adat medidnja pedig a két k6zEépsd adat atlaga.
A definiciébol adédik, hogy az dsszes el6forduld ismérvérték fele kisebb vagy egyenld, fele
nagyobb vagy egyenlS, mint a median.
Fontos tulajdonsdga, hogy az adatoktél mért tdvolsdgainak 0sszege minimalis.
A medidn elénye, hogy valéban kozépérték, hiszen ugyanannyi adat nagyobb néla, mint
ahdny kisebb.
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A szérédas jellemzoi

DEFINICIO: Az adatok legnagyobb és legkisebb elemének a kiilonbségét a minta terjedelmének
nevezziik.
Minél kisebb a minta terjedelme, anndl jobban jellemzi a mintat.

DEFINICIO: Az adatok étlagtdl valé eltérések négyzetének dtlaga a minta szérasnégyzete, ennek

négyzetgyoke a minta szérasa: S =

A sz6rds megmutatja, hogy a minta adatai mennyire térnek el az atlagtol. Minél kisebb a sz6-
ras, anndl jobban jellemzi az 4tlag az adatsokasagot.

V. Pozitiv szamok nevezetes kozepei

DEFINICIO: ay, a5, a3, ..., a, nemnegativ szamok

szdmtani (aritmetikai) kozepe:

A=a1+az +a3 +...+an

n

mértani (geometriai) kdzepe:

G=(’/a1-a2-a3-...-an

négyzetes (kvadratikus) kozepe:

2 2 2 2
_|a}+d3+a3+...+a?
Q_ n

harmonikus kdzepe:

H = 1 I ’I ] ,haay, ay, as, ..., a, > 0.
—t——F—+.. .+
a a4 a4 a,

TETEL: Kozepek kozti 6sszefiiggés: HSG<A<LQ.
EgyenlGség akkor és csak akkor, haay=a,=a3=...=a,.

a+b

TETEL: Két nemnegativ valGs szdm esetén Ja-b < 5

BIZONYITAS L: Mivel az egyenl6tlenség mindkét oldala nemnegativ, ezért a négyzetre emelés az
eredetivel ekvivalens allit4dst fogalmaz meg. Tehat

2 2
abg% /-4
4ab<a’+2ab+b* |-4ab

0<a*>-2ab+b* /nevezetes szorzatta alakitjuk
0<(a-b)?
Az utolsé egyenlGtlenség igaz, igy az eredeti is az.

Az eredmény alapjan megallapithatd, hogy a két kozép akkor és csak akkor lesz egymassal
egyenld, ha a = b. Ekkor a =+/ab = a ; b_ b .l
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BIZONYITAS IL.: Legyen 0 < a < b.
Vegylink fel egy a + b oldali négyzetet, és az oldalait osszuk fel az 4bran lathaté6 médon!

a b
e
‘ » ,
N t ,,,,,,,,,,,,
b a

A nagy négyzet teriilete egyenld a keletkezd részek teriiletének dsszegével:
(a+Db)>=4t+ (b—a)?

A kis téglalap teriilete: t = ab.

Mivel (b — a)* > 0, ezért ezt a tagot elhagyva az (a + b)” > 4t egyenl6tlenséghez jutunk.
Behelyettesitve ¢ helyére: (a + b)? > 4ab.

Mivel a feltétel miatt mindkét oldal pozitiv, ezért gyokot vonhatunk: a+b >2ab .

Amibdl “;b > Jab [

BIZONYITAS IIL.: Legyena, b >0, 2r=a+b.
Vegyiink fel egy r sugart kort, benne egy AB atmérét, a kdrvonalon egy A, B-tdl kiilonb6z6
C pontot.

A Thalész-tétel miatt ACBX = 90°.
ABC haromszdgre alkalmazva a magassagtételt: m =~/ab .

De a korben m < r, azaz <Ja-b Sa+b .0

VI. Nevezetes kozepek alkalmazasa szélséérték-feladatokban

1. Osszeg allandésiaga esetén a szorzatot tudjuk maximalizalni.

PL.: Azon téglatestek koziil, amelyek éleinek 6sszege 60 cm, melyiknek a térfogata maximalis?
Legyenek a téglatest élei: a, b és c.

Ekkor a téglatest térfogata V = abc, az élek Osszege: 4(a + b + ¢) = 60.

EbbSl a+ b + c = 15.

A szamtani és mértani kdzép kozti egyenlStlenséget kihasznélva:

3 3
%’Wz%bc = (%b-l—c) >abc = (1?5) >abc = 53>abc = 125>V.

Mivel egyenl&ség csak a = b = ¢ esetén teljesiil, igy a térfogat az 5 cm éld kocka esetén maximalis.
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2. Szorzat allando6saga esetén az osszeget tudjuk minimalizalni.

Pl.: Azon téglalapok koziil, amelyeknek a teriilete 100 cm?®, melyiknek a keriilete a minimalis?
Legyenek a téglalap oldalai a és b.

Ekkor a téglalap teriilete 7 = ab = 100, keriilete k = 2(a + b), amib6l % -4 b,
A szédmtani és mértani koz€ép kozti egyenlStlenséget kihasznalva:
Cboab = £2100 = X210 = k240,

Mivel egyenl8ség csak a = b esetén teljesiil, igy a keriilet a 10 cm oldald négyzet esetén minimalis.
PL: £ R* >R, f(x)=x+ 1 . Hatarozzuk meg az f{x) fiiggvény minimumat!
X

A szédmtani és mértani koz€ép kozti egyenlStlenséget kihasznalva:

e (1 1 1
— > [yt o x+-221 © x+-22 & f(x)=22.
2 X X X
Ekkor az f minimumadnak értéke f(x)=2, minimum helye: x = 1 1.
X

VII. Alkalmazasok:

* Statisztika:

kozvélemény-kutatisok,

szavazasok,

gazdasigi mutatok,

— osztdlyatlagok, hidnyzasi statisztikék,
— felvételi atlagpontok.

* Nevezetes kozepek:
— szamtani kozép: statisztikai atlag kiszamitdsa,
— mértani kozép: dtlagos novekedési iitem kiszdmitdsa, magassagtétel, befogdtétel,
— négyzetes kozép: statisztikai szords kiszdmitasa,
— harmonikus kozép: atlagsebesség meghatdrozasa.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A kiilonféle kozépértékeket gorog Pitagorasz €s tanitvanyai vezették be a Kr.e. VI-V. szi-
zadban. Ok foglalkoztak az a : b = b : ¢ ardnypér vizsgalataval. fgy jutottak el a ,,mértani ko-
zépardnyos” fogalmdhoz. Valdszindleg az 1 és a 2 mértani kdozepének keresésekor taldltak
meg az els§ irraciondlis szdmot, a /2 -t.

* A statisztika eredetileg ,,Allamszamtan” volt. A statisztika kifejezés a latin status (allam, alla-
pot) és az olasz statista (koztisztviseld, politikus) szavakbdl szadrmaztathat6. A statisztika
madr az 6kortdl kezdve arrdl tdjékoztatta az dllamok vezetdit, hogy mekkora adékat vethetnek
ki az alattvaldikra, azokbdl mennyi bevételiik van, mekkora katonasidggal szamolhatnak egy
eljovendd haboruban. Kindban mar 4000 évvel ezelbtt dsszeirtdk a lakossdgot, az ingatlano-
kat, az ingdsdgokat. Angliaban mar a XI. szdzadban Gsszeirtdk a foldbirtokokat, amely az
addzds és a hadsereg céljait szolgalta.

» Magyarorszagon a kozépkorban a dézsmajegyzékek (kilenced, tized), majd az djkorban az
urbariumok 1530-t41 (tartalmazta a jobbagyok dllatdlloményat, eszkozeit, szerszdmait, telké-
nek nagysdgat és milyenségét is), jobbagydsszeirdsok 1700-as években, népszamldlasok
1800-as évektdl jelentették a statisztika alapjait.
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* A statisztika a polgari forradalmak utdn valt igazi tudomannya. A kapitalizmusban a dllamok
vezetSin kiviil a t6késeket is érdekelni kezdték a statisztikai felmérések, egyre komolyabb
eszkozoket hasznéltak fel adataik feldolgozadsara hasznuk novelése érdekében.

* A XVII. szdzad 6ta a matematikai statisztika a matematika 6nallé 4gava fejl6dott, amelynek
6 célja minél megbizhatébb hasznosithaté informaciét nyerni a felmérési, megfigyelési, mé-
rési adatokbol.

* Az 1890-es Egyesiilt Allamokbeli népszdmlaldsra Hollerith feltalalta azt a gépet, amely a sta-
tisztikai adatokat lyukkartydk elektromos leolvasdsdval és rendszerezésével dolgozta fel. A gép

z 2

gyértasara Hollerith céget alapitott, amelybdl késébb az IBM jott 1étre.
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9. Szamsorozatok és tulajdonsagaik
(korlatossag, monotonitas, konvergencia).
Miiveletek konvergens sorozatokkal.

A szamtani sorozat, az els6 n tag osszege.

Vazlat:

I. Szdmsorozat definiciéja, megaddsi médjai
II. Tulajdonsédgai: monotonitds, korldtossdg, konvergencia; kapcsolatuk
III. Miiveletek konvergens sorozatokkal
IV. Szamtani sorozat
V. Alkalmazisok, matematikatorténeti vonatkozdsok

Kidolgozas:

I. Szamsorozat

DEFINICIO: A szamsorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartoménya a pozitiv egész sza-
mok halmaza, értékkészlete pedig valamilyen szdmhalmaz.
Az ay, ay, ..., a, tagokbdl 4ll6 sorozatot {a,}-nel vagy (a,)-nel jeloljik. A sorozat n-edik
tagja: a,.

Sorozatok megadasa torténhet:

* Fiiggvényszerden: : N* > R, x— X2, tagjai 1,4, 9, 16, ...

* Az n-edik altalanos tagot el§allit6 formulaval: a, =3 - 2".

* Az elemeit egyértelmtien meghatdrozé utasitassal: {a,} = {2" utols6 szdmjegye}.

* A sorozat tagjaival: 3, 6,9, 12, 15, 18, ...

* Rekurziv médon: megadjuk a sorozat elsé néhany tagjat, valamint a képzési szabalyt, amellyel
a sorozat kdvetkezd tagjai a megel6z6kbdl megkaphatok.

Pl.: Fibonacci sorozat: ay=1,a,=1,a,=a,_1+a,_,, han=3. Atagok: 1, 1, 2, 3,5, 8,
13, 21....

II. Sorozatok tulajdonsagai:

DEFINICIO: Az {a,} sorozat szigordan monoton névG, ha minden pozitiv egész n-re teljesiil:
a,<d,;+1-

DEFINICIO: Az {a,} sorozat szigordan monoton csokkend, ha minden pozitiv egész n-re teljesiil:
ap > Ay 4 1

Ha nem a szigori monotonitést, csak a monotonitdst kérjiik, akkor megengedett az egyenld-
ség is.

Ha egy sorozat monotonitdsat keressiik, akkor dltaldban nem az a,Sa,,; kapcsolatot vizsgal-

. a L g
juk, hanem vagy a,,; —a,S0, vagy —*LS1. Ha a sorozat szigorian monoton novd, akkor

a,
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. a Lo , X
a,.,—a,>0,illetve ~2*L > 1 ha a sorozat szigordan monoton csokkend, akkor a,,, —a, <0,

a,

. a ’ . L PP s
illetve —*L <1 . Ha barmelyik esetben a reldcié mellett az egyenldség is teljesiil, akkor a so-

a,

rozat csak monoton. Tobbnyire a feladat tipusa donti el, hogy melyik mdédszerrel vizsgéljuk
a sorozat monotonitdsat. Magasabb kitevdji vagy faktoridlist tartalmaz6 Osszefiiggések ese-
tén célszerli a hanyadossal vald vizsgilat, gyakrabban hasznaljuk a kiilonbséggel vald sza-
molast.

DEFINICIO: Egy {a,} sorozatnak K fels§ korlatja, ha a, < K minden pozitiv egész n-re teljesiil.
Ilyenkor a sorozatot feliilrél korlatosnak nevezziik.

DEFINICIO: Egy {a,} sorozatnak k alsé Kkorlétja, ha a, >k minden pozitiv egész n-re teljesiil.
Ilyenkor a sorozatot alulrél korlatosnak nevezziik.

DEFINICIO: Egy sorozat korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos.

DEFINICIO: A feliilr6l korldtos sorozat legkisebb fels§ korldtjat a sorozat felsé hataranak, alulrél
korlatos sorozat legnagyobb alsé korlatjat a sorozat als hataranak nevezziik.

TETEL: FeliilrSl korldtos sorozatnak van felsd hatdra, alulrdl korldtos sorozatnak van alsé hatdra.

TETEL: Végtelen sok egymadsba skatulydzott, zért intervallumnak van k6zos pontja. Ha az inter-
vallumok hossza minden pozitiv szdmnal kisebbé valik, akkor pontosan egy k6z6s pont van.

DEFINICIO: Az {a,} sorozat konvergens és hatarértéke az A szam, ha minden pozitiv € szimhoz
1étezik olyan N pozitiv egész, hogy a sorozat ay utdni tagjai mind az A szam € sugari kor-
nyezetébe esnek, vagyis minden pozitiv € szdmhoz létezik olyan N pozitiv egész, hogy min-

den n > N esetén |a,, —-A | < & Jelolése: lim a, =A, vagy a, = A.
n—»oo

Ez szemléletesen azt jelenti, hogy barmilyen kis pozitiv &ra a sorozatnak csak véges sok
tagja esik az JA — €, A + ¢ intervallumon kiviilre.

DEFINICIO: Az olyan sorozatokat, amelyeknek nincs hatérértéke, divergens sorozatoknak nevez-
ziik.

TETEL: A konvergens sorozatok tulajdonsagai:

— Konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van.

— Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.

— Ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens. A sorozat hatarértéke monoton no-
vekedés esetében a sorozat felsd, monoton csdkkenés esetében a sorozat als6 hatara.
Ha minden n e N*-raa, <b,<c,ésa, = A, ¢, = A, akkor b, — A. Ez a rendér-elv.

I11. Miiveletek konvergens sorozatokkal:

— Ha {a,} és {b,} konvergens és a, — A, b, = B, akkor
*a,xb,—>AxB
*a,-b,—>A-B
e c-a,—>c-A,aholceR

a A
Zn_ A 1 B
b —>B,aho b,#20,B#0

n
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IV. Szamtani sorozat

DEFINICIO: Azt a szdmsorozatot, amelyben a masodik tagt6l kezdve barmely tag és a kozvetleniil

elétte 4ll6 tag kiilonbsége allando, szamtani sorozatnak nevezziik. Ez a kiilonbség a diffe-
rencia, jele d.

Ha egy szdmtani sorozatndl

* d> 0, akkor a sorozat szigordian monoton nov4, és alulrdl korlatos.

* d =0, akkor a sorozat konstans.

* d <0, akkor a sorozat szigordan monoton csokkend, és feliilrdl korlatos.

TETEL: Ha egy szamtani sorozat elsG tagja a;, differencidja d, akkor n-edik tagja a, = a; + (n — 1)d.

BIZONYITAS: teljes indukcidval.
Definicié szerinta, —a; =d & a,=a; +d.
Tegyiik fel, hogy a k-adik elemre igaz az allitas, azaz a; = a; + (k — 1)d.
Bizonyitani kell, hogy a (k + 1)-edik elemre 6roklédik, azaz a;,i=a;+ ((k+1)—1)d=
=ay +kd.
A definicié szerint a1 —ay=d & ary1=ar+d=a;+k—-1)d+d=a;+kd. fgy bebi-
zonyftottuk az 6roklddést, tehat igaz az allitas.[]

TETEL: A szamtani sorozat elsé n tagjanak osszege (S,) az els6 és az n-edik tag szamtani koze-
a + an ‘n

pének n-szeresével egyenls: S, = >

BIZONYITAS: az dsszeget felirjuk az 1., aztdn az n-edik tagt6l kiindulva:
S,=aj+ar+az+..+a,_»+a,_+a,
S,=a,+a,_1+a,_r+..+az3+a+a;
Si=ar+(@+d)+ (@ +2d)+ ...+ (a1 +(n—=3)d) + (a; + (n—2)d) + (a; + (n— 1)d)
S, =a, + (@, — d) + (@, — 2d) + ... + (a, — (n = 3)d) + (@, — (n — 2)d) + (@, — (n — 1)d)
Osszeadva: 25, =(a, +a,)+(a +a,)+...+(a, +a,).

n
28, =(a;+a,)n
a;+a
Sn A 5 L
Ezzel a tételt bizonyitottuk.[]
2a;+(n—-1)d
—_— n

TETEL: S, mdsik alakja: S, = >

TETEL: TetszGleges elem a t6le szimmetrikusan elhelyezkedGknek a szdmtani kozepe:
_ 9nk Tan

" 2

Szamtani sorozat konvergencidja: Csak d = 0 esetén konvergens a szdmtani sorozat.

V. Alkalmazasok:

* A Fibonacci-sorozat elemeivel sok helyen taldlkozhatunk a természetben. Péld4ul a feny&to-
boz, az anandsz pikkelyei, a napraforgd magjai Fibonacci spirdlban helyezkednek el.
 Specidlis sorozatok hatarértéke:

_ limil=0
n—ewn
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n
— lim (1 + l) = ¢, ami a természetes alapu logaritmus alapszdma (Euler tipusu sorozat).
n—oo n

n
— Kovetkezmény: lim (1 + Q) =e%.

n—oo n
0, ha |¢|<1
: oo hag>1 e
- limg"={" q . E t t.
nond” T\ nem létezik, hag<—1" & merantsoroza
1, hag=1

Analizis: fiiggvény hatarértékénél, folytonossaganal.

Irraciondlis kitev§j hatvany fogalma sorozat hatirértékével.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

Babiléniaban a Kr.e. VL.-III. szdzadban mar ismerték a szdmtani haladvany 6sszegképleté-
nek megfelelS eljardst. Utasitdst adtak az els6 n négyzetszdm Osszegének a kiszadmitisara
(24. tétel).

A pitagoreusok (Pitagorasz tanitvanyai) Kr.e. 5-600 koriil tudtdk a szdmtani sorozat tagjait
0sszegezni, ismerték az elsd n pdratlan szdm 6sszegét (24. tétel).

A szamtani sorozat dsszegképletére a hinduk az V.-XII., a kinaiak pedig a VI. -IX. szdzad-
ban jottek ra.

Euler (1717-1783) német matematikus vezette be a rdla elnevezett sorozat hatarértékét e-nek.
Cauchy (1789-1837) francia matematikus fektette szildrd alapokra a matematika alapvetd
fogalmait (mint példdul konvergencia, sorozat, hatarérték), 6 definidlta ezeket a matematika-
ban megkovetelt szabatossaggal.
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10. Mértani sorozat, az elsé n tag osszege, végtelen mér-

tani sor. Kamatszamitas, gytjtojaradék, torlesztorészlet.
Exponencialis folyamatok a tarsadalomban és
a természetben.

Vazlat:

I. Mértani sorozat, a sorozat dltaldnos tagja, az elsé n tag 6sszege
II. Végtelen mértani sor
III. Kamatszadmitas
IV. Gyfjt6jaradék
V. Torleszt§jaradék
VI. Exponenciélis folyamatok a tadrsadalomban és a természetben
VII. Alkalmazasok, matematikatOrténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Mértani sorozat, a sorozat altalanos tagja, az els6 n tag dsszege

DEFINICIO: A szamsorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya a pozitiv egész sza-
mok halmaza, érté€kkészlete pedig valamilyen szdmhalmaz.
Az ay, ay, ..., a, tagokbdl &ll6 sorozatot {a,}-nel vagy (a,)-nel jeloljiik. A sorozat n-edik
tagja: a,,.

DEFINICIO: Azt a szdmsorozatot, amelyben a mdsodik tagtél kezdve barmely tag és a kozvetleniil
el6tte 4ll6 tag hanyadosa allandd, mértani sorozatnak nevezziik. Ez a hanyados a kvéciens,
jele g.
A definicié kizarja, hogy a sorozat barmely eleme O legyen, tovabba a hdnyados sem lehet 0.

TETEL: Ha egy mértani sorozat elsé tagja a,, hanyadosa g, akkor n-edik tagja a, =a; - ¢" .
BIZONYITAS: teljes indukcidval a szdmtani sorozat n-edik tagjdhoz hasonléan.

TETEL: A mértani sorozat elsé n tagjanak dsszege:
e hag=1,akkor S,=n-a;
q"~1

* hag#1,akkor S, =a, - -1

BIZONYITAS:

n
—_——

* ha g =1, akkor a sorozat minden tagja a;, igy S, =g, +a;+...+a,=n-aq,.
* ha g # 1, akkor az 0sszeget irjuk fel a;-gyel, és g-val:

Sp=ay+aig+ag*+...+a1q" "> +a;q" .
Szorozzuk meg mindkét oldalt g-val:

Sig=ag+aig®+aiqg>+ ...+ ag" "'+ aq".
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Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol:
Sng — Sp=a1q9" —a.
Sug =D =ai(q" - D).
Osszuk mindkét oldalt (¢ — 1) # O-val:

igy allitasunkat belattuk.

TETEL: Barmely elem négyzete egyenl§ a tSle szimmetrikusan elhelyezkedd tagok szorzatdval:

2
ay =0y "Aptg -

TETEL: Pozitiv tagl sorozatnél barmely elem a t6le szimmetrikusan elhelyezkedd elemek mértani

kozepe: a, =./a,_; - a,, -

Meértani sorozat konvergencidja:
* a,—>a;hag=1.
« a,—0,ha |q| <1.
* {a,} divergens, ha g = —1, vagy |q| > 1.

I1. Végtelen mértani sor

DEFINICIO: Legyen adott egy {a,} szdmsorozat. Az aj+dy+ay+..+d,_r+a,_1+a,+..
végtelen sok tagi Osszeget végtelen sornak (vagy roviden sornak) nevezziik.

Jelolés: a; +a, +ay+...+a, ,+a, +a,+..= Zai.
i=1

DEFINICIO: Haaz a; +a, + a3 + ... + a,_» + a,_1 + a, + ... végtelen sorban az ay, ay, as, ..., a, _»,
a, _ 1, an, ... tagok egy mértani sorozat tagjai, akkor a sort mértani sornak nevezziik.

Felmeriil a kérdés, hogy mit értsiink végtelen sok szdm 6sszegén, hiszen a véges sok szdm
esetén megszokott médszerek nem alkalmazhatok.

DEFINICIO: A sor 0sszegén az

Sl=al
Sg=a1+a2

S,=a1+ar+az+...+a,

ugynevezett részletdsszegek sorozatdnak hatdrértékét értjilk, amennyiben ez a hatarérték 1¢-
tezik. Tehdt a sor Osszegét egy olyan sorozat hatarértékével definidljuk, amely sorozat elsd
tagja a;, n-edik tagja az eredeti sorozat elsé n tagjdnak Osszege.

, . . £ . L a
TETEL: Ha egy mértani sorban | q | < 1, akkor a mértani sor konvergens, és 0sszege S = 1—1, ha
—-q
| q | > 1, akkor nem konvergens.
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II1. Kamatszamitas

Pénziigyi folyamatokban kamat a kolcsonadott, illetve a letétbe helyezett pénzosszeg, vagyis a toke
haszndlatdért jar6 dija egy adott idészakra. A kamat nagysagét a tGke szdzalékdban fejezziik ki, ez
a kamatlab (p%). De szamolhatunk kamattényezdvel (¢) is, ami a kamatldb 100-ad részével tér el

az 1-t6l: értékndvekedés esetén g =1+ % , értékcsokkenés esetén g =1 —% .

Kamatos kamatrol akkor beszéliink, ha a kamatozasi idészak végén a kamatot hozzdadjak a téké-
hez, és utdna ez a megnovekedett érték kamatozik.

A kamatos kamat szdmitdsa a mértani sorozat alkalmazdsdnak olyan specidlis esete, amikor a soro-

zatnak van nulladik tagja, amit a pénziigyi szamitdsokban a-val (annuitds roviditése) jeloliink.
Kamatoskamat-szdamitds: ha egy a 0sszeg p%-kal kamatozik évente, akkor az n-edik év végére az

n
. p p
=a-|1+——| .Ha g=14+—
Osszeg a, =a ( 100) agq 100
zat n-edik eleme, amelynek elsd eleme ag, hanyadosa g.

Az a, 0Osszefiiggésében négy mennyisé€g szerepel, koziilik barmely hdrmat ismerve a negyedik

kamattényezd, akkor a, = a - ¢". Ez olyan mértani soro-

kiszamolhat6.
A kamatoz4s iiteme nem csak éves, hanem havi, napi, stb. Ekkor figyelni kell arra, hogy a kamatté-
nyezd és az idGszak hossza azonos nagysdgui idGszakra vonatkozzon.

Ha az éves kamatldb p%, az éves kamattényezd ¢, akkor a havi kamattényezd 12/ 1+% =12,
hasonléan a napi kamattényezd 3631 +% =363q .

IV. Gyiijtéjaradék
Gyijt6jaradékrdl akkor beszéliink, ha egy alaposszeget egyenld id6kozonként ugyanakkora Osz-

szeggel noveliink, vagyis egyenl$ id6kozonként azonos 6sszeget elhelyeziink a bankban ugyanazon
a szamldn, vagyis gydjtjiik a pénzt, minden betett 6sszegiink kamatos kamattal kamatozik.

Gyiijtdjaradék szdmitdsa: minden év elején egy a 0sszeget tesziink a bankba, és ez p%-kal kamato-
zik évente ugy, hogy a kovetkezd év elején a megnovekedett 6sszeghez tessziik hozza az Gjabbat.

Ha ¢ =1+-L2 kamattényezd, akkor az n-edik év végén a rendelkezésre all6 Osszeg egy olyan

100

q" -1
qg-1

mértani sorozat elsé n elemének Osszege, ahol a; = ag. Ekkor az n-edik év végére S, =aq-

Osszeget gytjtiink.

V. Torlesztorészlet

Torleszt6részletrdl akkor beszéliink, ha egy hitelt egyenld id6k6zonként ugyanakkora Osszeggel
fizetiink vissza, azaz egyenld id6kozonként azonos 0sszeggel csokkentjiik a tartozdsunkat, vagyis
torlesztjiik a hitelt, minden befizetett 6sszeg utdn csak a fenndll6 tartozésra fizetiink kamatos ka-
matot.

Torlesztorészlet szamitdsa: felvesziink n évre S, nagysdgu hitelt évi p%-os kamatra, és minden
évben a Osszeget torlesztiink. Az n-edik év végére a befizetéseknek kamatokkal megnéovelt értéké-

nek egyenld kell lennie a kolcson n év alatt p%-os kamatozassal megndtt értékével. Ha g =1+ %
q"—1

a kamattényezd, akkor a hitelre fenndll6 6sszefiiggés: S, -¢" =a- T
q-
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VI. Exponencialis folyamatok a tarsadalomban és a természetben

A tarsadalomban és a természetben lejatsz6dd exponencidlis folyamatok f6 tipusai az id6ben, illet-
ve a térben lejatsz6do, valamint az exponencidlisan novekedd, illetve csokkend folyamatok.

Az id6ben lezajlé exponencidlisnovekedést a N, = N - e¥, a csokkenést a N,=N,- e Képlet irja
le, ahol N, a kezdeti mennyisé€g és N, a t id6pontbeli mennyiség. Az exponencidlis folyamatra jel-

lemzG a A paraméter, amit rendszerint pozitivnak valasztanak csokkenés esetén is.

Az exponencidlisan ndveked§ mennyiségek minél nagyobbak, anndl gyorsabban novekszenek.
A novekedés mértéke ardnyos a mennyiség nagysdgdval. Az exponencidlisan ndvekvé mennyisé-
gek véltozasat exponencidlis fiiggvény frja le.

Az exponencidlis véltozds lehet folytonos (pl. populdcié novekedése), illetve diszkrét (pl. kamatos
kamat).

Az egyik legjellemz&bb probléma a Fold tilnépesedése. Egy matematikai modell szerint a népesség

1837 é6ta (akkor a lakossdg kb 1 millidrd volt) az el6z6 évinek 1,1%-4aval novekedett. Ez azt jelenti,

hogy 1837 6ta a Fold lakossdgat lefré képlet: N, =1 - 1,011". A modell szerint Fold lakossdga kb 63

évente megdupldzddik (1,01163 = 2). Mai ismereteink szerint a 2026-ra adott 8 millidrd lakos

becslés kozel all a valésaghoz. Az exponencidlis népességnovekedés ezek szerint azt is jelenti,
hogy ugyanannyi id6k6zonként egyre nagyobb szdmmal ndvekszik a népesség. A rendelkezésre
all6 erdforrasok — példdul energia, nyersanyag, élelem — azonban nem tudnak 1épést tartani ezzel
a novekedéssel. Igy vagy az életfeltételek romlanak dramaian, vagy a népesség névekedési iitemé-
nek kell drasztikusan csokkennie.

A természetben a populdciok novekedési folyamata kezdetben exponencialis fliggvénnyel irhato le
(idedlis koriilmények kozott: taplalékbdség, ragadozdok hidnya). E16bb-utébb azonban eljon a teli-
t6dés ideje, amikor is a ndvekedés kiilonboz4 okok miatt erdsen lelassul; a természetben ilyen okok
a tertilet eltartoképessége és a fajtarsak vetélkedése.

A diszkrét exponencidlis ndvekedés leggyakoribb felhasznalasi teriilete a kamatos kamat szdmitasa,
ekkor a kamatot évente egyszer és nem a kamat keletkezésének id6pontjdban tGkésitik, vagyis ve-
szik hozza a t6kéhez.

A diszkrét exponencidlis csokkenés elsGsorban a targyak (pl. autd, szamitégép) értékcsokkenésének
szdmoldsa, ekkor a csokkenés mértéke az el6z6 idGszak szdzalékdban adott. Evi p%-os értékcsok-

100

értéke, akkor kb 6 év alatt a targy értéke a felére csokken, a 6 év ebben az esetben a targy értékének
felezési ideje.

n
kenés esetén n év mulva a targy értéke: a, =a -(1 —Lj . P1. ha évente 11%-kal csokken a tirgy

Térben exponencidlis folyamat pl az egyes sugarzasok elnyel6dése homogén kozegben. Ezek ha-
sonl6 képletekkel irhatok fel, mint az id6ben exponencidlis folyamatok, de id§ helyett a tavolsag
a valtozo.

Az exponencidlis folyamatok lényege tehdt az, hogy egyenld id6kozok alatt mindig ugyanannyi-
szorosdra valtozik a vizsgdlt mennyiség.
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VII. Alkalmazasok:

Végtelen szakaszos tizedestortek kozonséges tort alakra hozdsakor a konvergens mértani sor
tulajdonséagait hasznaljuk.

0, ha |q|<1
1 n—J)%, ha q >1 z .
nlgrolo q" = nem létezik, hag<—1- Ez a mértani sorozat.
1, hag=1

AzN=N,- M= bomldsi torvényben, ahol N a még el nem bontott részecskék szdma, N,

a kezdeti részecskeszam, A az anyagra jellemzG bomlasi dllandd. A felezési idG alatt a radio-
aktiv atomok szdma a kezdeti érték felére csokken, akdrmelyik pillanat az id6 mérésének
kezdete.

Exponencidlis fiiggvénnyel irhat6 le, azaz mértani sorozat szerint valtozé folyamatok pl a ra-
dioaktiv izotopok bomlasi egyenletei, vagy az oldédas folyamata, a kondenzétor feltolt6dé-
sének és kisiilésének folyamata, baktériumok szdmdnak véltozdsa.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

A legrégebbi irdsos emléken, a Rhind-papiruszon (~Kr.e. 1750) taldlhat6 egy mértani soro-
zatos feladat: 7 haz mindegyikében 7 macska él, mindegyik macska 7 egeret Griz. Hany egér
volt dsszesen? Valdszintileg az egyiptomiak ismerték a mértani sorozat 6sszegképletének ki-
szamitdsi modjat (nem magat a képletet, hanem a médszert).

A mértani sorozat 6sszegképletét az 1300-as években Beldomandi olasz matematikus talélta
ki.

Koch (1870-1924) svéd matematikus megalkotta a Koch-gorbét: egy szabélyos haromszog
oldalait harmadoljuk, a k6z€éps6 harmad fol€ irjunk kifele egy djabb szabalyos haromszoget,
majd ezen a haromsz6gon hajtsuk végre az oldal harmadolésat, a kozEépsd harmad f6l€ irjunk
kifele egy Ujabb szabdlyos hdromszoget, majd ezt az eljardst folytassuk a végtelenségig.
Mekkora a kialakult alakzat keriilete, teriilete? Megoldds végtelen mértani sorral.
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11. Fiiggvények lokalis és globalis tulajdonsagai.
A differencialszamitas és alkalmazasai.

Vazlat:

I. Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet
II. Figgvénytulajdonsagok:
Lokdlis fiiggvénytulajdonsdgok: zérushely, monotonitds, lok4lis (helyi) szélsGérték, gorbiilet,
inflexid, folytonossag.
Globilis fiiggvénytulajdonsagok: értelmezési tartomany, értékkészlet, globdlis (abszolut) szél-
sGérték, paritas, periodikussag, folytonossag, korlatossag.
IlI. Differencidlszamitds
IV. A differencidlszamitds alkalmazasa:
Fiiggvény érintgje
Fiiggvényvizsgalat
V. Szélséérték-problémadk vizsgilata differenciaszamitdssal
VI. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Fiiggvény fogalma, értelmezési tartomany, értékkészlet

DEFINICIO: Legyen A és B két nem iires halmaz. Azt mondjuk, hogy megadunk egy A halmazon
értelmezett B-beli értéket felvevd fiiggvényt, ha A minden eleméhez hozzéarendeljiik a B egy
és csakis egy elemét. Jele: f: A — B.

DEFINIiCIO: Ertelmezési tartomanynak nevezziik az A halmazt. Jele Dy.

DEFINICIO: Ertékkészlet a B halmaz azon elemeib6l 4ll6 halmaz, amelyek a hozzdrendelésnél
fellépnek (vagyis az f(x) ért€kek). Jele az Ry

DEFINICIO: Ha ¢ € Dy, akkor a ¢ helyen felvett fiiggvényértéket fic)-vel jeloljiik, ez a helyettesitési
vagy fiiggvényérték.

DEFINICIO: Ha az értelmezési tartomdny és az értékkészlet is szimhalmaz, akkor a fiiggvényt gra-
fikonon tudjuk szemléltetni. A grafikon az (x; f(x)) pontok halmaza.

I1. Fiiggvénytulajdonsagok
Lokalis fiiggvénytulajdonsagok: zérushely, monotonités, lokélis (helyi) sz€lsGérték, gorbiilet,

inflexi6, pontbeli folytonossag.

DEFINICIO: zérushely: Az értelmezési tartomdny azon xjeleme, ahol a fiiggvény értéke 0. f{xg) = 0.

DEFINICIO: monotonitas: Az f fiiggvény az értelmezési tartoméanyédnak egy intervallumdban mo-
noton nd, ha az intervallum minden olyan x;, x, helyén, amelyre x; < x,, akkor f{x;) < f(x,)
teljestil.

Az f fiiggvény az értelmezési tartomanydnak egy intervallumdban monoton csokken, ha az
intervallum minden olyan xi, x, helyén, amelyre x; < x,, akkor f(x;) = f{x,) teljesiil.

Ha az egyenl6tlenségben az egyenl&ség nincs megengedve, akkor szigori monotonitasrol
beszéliink.
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DEFINICIO: lokdlis (helyi) széls6érték: Az f fiiggvénynek az xj € Dy helyen lokdlis maximuma
van, ha az xo-nak van olyan I kdrnyezete, amelynek minden x € Dy pontjdban f(x) < f(xo). Az
xo helyet lokalis (helyi) maximumhelynek nevezziik.

Az f fiiggvénynek az x, € Dy helyen lokalis minimuma van, ha az xo-nak van olyan / kor-
nyezete, amelynek minden x € Dy pontjaban f(x) = f(xg). Az xo helyet lokalis (helyi) mini-
mumbhelynek nevezziik.

A monotonitds és a sz€lsGérték definici6jabol kovetkezik, hogy ahol a fiiggvény monotoni-
tast vélt, ott lokdlis szélsGértéke van.

DEFINICIO: gorbiilet: A fiiggvényt egy intervallumban konvexnek nevezziik, ha az intervallum
< SO+ ()
B 2

Ha az egyenlGtlenség forditott irdnyu, akkor a fiiggvény konkav az adott intervallumon.

Szemléletesen a konvex (illetve konkdv) gorbékre jellemzd, hogy a gorbe barmely két pont-
jéat 0sszekotd szakasz a gorbe felett (illetve alatt) halad.

barmely két x;, x, pontjdra teljesiil az f ( ail ;xz ) egyenlGtlenség.

A
flxa) + 1cz)

Xyt X,
A4 2)4
(3

DEFINICIO: inflexié: A fiiggvénygorbének azt a pontjét, ahol a gorbe konvexbdl konkdvba, vagy
konkavbol konvexbe megy éat, inflexids pontnak nevezziik.

DEFINICIO: pontbeli folytonossag: Az f fiiggvény az értelmezési tartomédnynak egy xo pontjdban
folytonos, ha létezik az x, pontban hatirértéke és az megegyezik a helyettesitési értékkel,

vagyis f(xy)= lim f(x).

Globalis fiiggvénytulajdonsagok: értelmezési tartomany, értékkészlet, globalis (abszolit) sz€éls6-

érték, paritas, periodikussag, intervallumbeli folytonossag, korlatossag.

2”2

DEFINICIO: globdlis (abszoliit) szélséérték: Az f fiiggvénynek az x( € Dy helyen globalis maxi-
muma van, ha minden x € Dy pontjdban f(x) < f(xo). Az xq helyet globdlis maximumhelynek
nevezzik.

Az f fiiggvénynek az xj € Dy helyen globalis minimuma van, ha minden x € D; pontjdban
Jx) > fixg). Az xg helyet globdlis minimumhelynek nevezziik.

Tehat a szE€lsGérték abszolut (globdlis) szEélsGérték xy-ban, ha az értelmezési tartomany min-
den pontjdra igazak az egyenlétlenségek.

DEFINICIO: paritas: Az f fiiggvény paros, ha értelmezési tartomanydnak minden x elemére —x is
eleme az értelmezési tartomanynak, tovdbbd az értelmezési tartomdany minden x elemére
Jx) = fli=x).
Az f fiiggvény paratlan, ha értelmezési tartomdnyanak minden x elemére —x is eleme az ér-
telmezési tartomdnynak, tovdbbi az értelmezési tartomdny minden x elemére f{x) = —f(—x)).
A piros fiiggvénynek a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre. (pl. x>",

X | , COSX).

2n+ 1 l

’ B

A paratlan fiiggvények grafikonja kézéppontosan szimmetrikus az origdra. (pl. x

sinx, tgx).
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DEFINICIO: periodikussag: Az f fiiggvény periodikus, ha 1étezik olyan p # 0 valds szdm, hogy
a fliggvény értelmezési tartomanyanak minden x elemére x + p is eleme az értelmezési tarto-
manynak, tovabba az értelmezési tartomany minden x elemére f(x + p) = f(x), ahol p a fligg-
vény periddusa (pl. trigonometrikus fiiggvények, tortrész fiiggvény).

DEFINICIO: intervallumbeli folytonossag: Az f fiiggvény egy nyilt intervallumban folytonos, ha
az intervallum minden pontjdban folytonos

(pL.: folytonos: x", log,x, a*, sinx, cosx; nem folytonos: egészrész, 1 , tgx, ctgx).
X

DEFINICIO: korlatossag: Az f fiiggvény feliilrél korlatos az értelmezési tartomanyédnak egy inter-
vallumaban, ha létezik olyan K szam, hogy az intervallum minden x pontjdban f(x) < K. Egy
fiiggvény fels6 korlatai koziil a legkisebbet a fiiggvény fels§ hataranak (szuprémumadanak)
nevezziik.

Az f fiiggvény alulrél korlatos az értelmezéEsi tartomanyénak egy intervallumaban, ha 1éte-
zik olyan k szdm, hogy az intervallum minden x pontjdban f{x) > k. Egy fiiggvény als6 korla-
tai koziil a legnagyobbat a fiiggvény alsé hataranak (infimumanak) nevezziik.

Korlatos egy fiiggvény, ha alulrél és feliilrél is korlatos.

I1I. Differencialszamitas:

DEFINICIO: Legyen fegy ]a, b[ intervallumon értelmezett fiiggvény és x az értelmezési tartomény

J(x) = f(xp)
X=X

egy pontja. Ekkor a g(x)= fliggvényt az f fiiggvény x ponthoz tartozé kiilonb-

ségi hanyados (differenciahanyados) fiiggvényének nevezziik.

DEFINICIO: Az f fiiggvény xq ponthoz tartozo kiilonbségi hdnyadosdnak az x; helyen vett hatarér-
tékét (ha ez a hatarérték 1étezik és véges) az f fiiggvény x; pontbeli differencialhanyadosa-
nak vagy derivéltjdnak nevezziik.

Jel: f'(xy)=lim S =) )

X=X, X=X

DEFINICIO: Ha egy fiiggvénynek egy pontban van derivéltja, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény
ebben a pontban differencialhaté (derivalhatd).
Az xy pontbeli differencidlhdnyados egy dbrdzolhat6 fiiggvény esetében a fiiggvény grafi-
konjdnak (xg, f(xp)) pontjdhoz hizott érintd meredeksége.
PL: £ R - R, fix) =x>—4x +5.
Differenciahanyados xy = 1 pontban:

4x+5)—-(12-4-1+45) _x2—4x+3 _(x=3)(x-1

_(x2_
8(x) = x—1 x—1 x-1

=x-3,hax#1.

g nincs értelmezve az x = 1 helyen, de lim(x —3)=-2 1étezik és véges = f’(x) = —2. Tehat
x—1

a parabola érintdjének meredeksége x = 1 helyen 2.
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Differenciahanyados x(-ban:

(x)_(x2—4x+5)—(x§—4x0 +5) x2-xi-4x+4x,
& B x_xO B x_xO B
:(x+x0)(x—x0)—4(x—x0) :(x—xo)(x+x0—4) _
x_xO x_xO

ha x # xg

f(xo) = lim (x + xp — 4) = 2xy — 4 = tetszbleges x pontban: f(x) = 2x — 4.

X=X,

DEFINICIO: Ha f fiiggvénynél az értelmezési tartomdny minden olyan pontjdhoz, ahol f differenci-
alhat6 hozzarendeljiik a differenciahdnyados értékét, akkor az f fiiggvény differencialha-
nyados (derivalt) fiiggvényét kapjuk. Jelolés: f(x).

TETEL: Derivalasi szabalyok (f és g fiiggvények derivédlhat6ak az x helyen, és deriviltjuk itt f(x),
illetve g'(x)):
1. ilx)=¢, c=4dlland6 = f(x)=0
(- fx) =c fx),ceR
- (f0) £ () =fx) £ g'x)
- (f0) - 8() =% - g(x) + fx) - g'(x)
(f(x)j' _ S g(x) = f(x)- /(%)
V(€Y g2(x)
- (fle()))'=f(g(x)) - g'x)
TETEL: Elemi fiiggvények derivaltjai:
. @)'=n-x""'hax>0,neN*.
2. (@'=a* Ina,haa>0,a#1.
(e =e".

1
. (log, x) = na ,haa>0,a#1,x>0.

9,1 A W

@)

W

N

) (lnx)’=l,hax>0.
X

W

. (sinx)” = cosx.
(sinx)
. (cosx)’ = —sinx.
( )

@)

TETEL: Hatvanyfiiggvény derivaltfiiggvénye: (XY =n-x"~!, hax >0, n e N*.

BIZONYITAS: teljes indukcidval

n = l-re igaz: f{x) = x' esetében

bal oldal: f'(xy)= lim JOOZI0) _ i X250 _ gy = 1= (xly =1]
X=X, X — Xy x—xy X — X9 x—x, —1gaz.

jobboldal: 1-x'"1=1-x%=1-1

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz: (XX =k - x* 1.

Bizonyitjuk az 6roklédést: (x** 1) = (k + 1) - x*.

Bal oldal:

X —

(xkly = (x-xkY = X xf xRy =l-xkex-k-xAl=xk+k-xk =(k+1)-xk
hatvanyozas szorzat
azonossaga deriviltja

Ez pedig pontosan a jobb oldal, ezzel allitdisunkat bebizonyitottuk.
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IV. A differencialszamitas alkalmazasa

Fiiggvény adott pontbeli érintdje

Ha az f(x) fiiggvény az x; pontban differencidlhatd, akkor grafikonjanak az (xy; fixp)) pontban van
érintGje és f'(xp) ebben a pontban az érintG meredeksége. Ekkor a fliggvény x-beli érintGjének

egyenlete: y = f(xp) - (x — xo) + flxo).

Fiiggvényvizsgalat

TETEL: Az f fiiggvény az la, b[ intervallum minden pontjdban differencidlhat6. Ha az intervallum
minden x pontjdban
e f’(x) > 0, akkor f az ]a; b[-n szigorian monoton ng.
* f’(x) <0, akkor f az ]a; b[-n szigorian monoton csokken.
e f’(x) 2 0, akkor f az ]a; b[-n monoton nd.
e f(x) £0, akkor f az ]a; b[-n monoton csokken.

TETEL: Legyen az f fiiggvény az ]a, b[ minden pontjdban differencidlhat6. Ha az intervallum egy
Xo pontjaban a derivéltja 0 és ott a derivalt fiiggvény elGjelet valt, akkor xy-ban az f fiigg-
vénynek lokdlis sz€élsGértéke van. Ha negativbdl pozitivba vélt a derivaltfiiggvény elGjele (az
f szigortian monoton csokkenébdl vélt szigordan monoton novére), akkor lokalis minimu-
ma, ha pozitivbdl negativba vilt, akkor lokalis maximuma van.

TETEL: Legyen az f fiiggvény az Ja, b[ minden pontjédban kétszer differencidlhat6. Ha az interval-
lum egy xy pontjaban az els6 derivélt O és a mdsodik derivdlt nem nulla, akkor xp-ban az f
fiiggvénynek lokdlis szélsGértéke van. Ha f”(xo) > 0, akkor lokalis minimuma, ha f"(x() <0,
akkor lokalis maximuma van.

TETEL: Legyen az f fiiggvény egy [a, b]-n derivélhaté és legyen az f” fiiggvény is derivdlhat6
[a, b]-n. Ha az [a, b] minden pontjdban f”(x) >0, akkor f az [a, b]-n konvex, ha f"(x) <0,
akkor konkav.

TETEL: Legyen az f fiiggvény egy [a, b]-n derivélhaté és legyen az f” fiiggvény is derivdlhat6
[a, b]-n. Ha az intervallum egy x, pontjdban f”(x) = 0 és itt az f” fliggvény elGjelet valt, ak-
kor x( pontban az f fiiggvénynek inflexi6s pontja van.

V. Szélséérték-problémak vizsgalata differencialszamitassal

A szélsdérték feladat szovegének értelmezése utdn felirjuk a valtozok kozti Osszefiiggéseket. Ha
tobb valtoz6 van, akkor az egyik segitségével kifejezziik a tobbit és beirjuk abba a kifejezésbe,
amelynek szélséértékét vizsgaljuk. Igy kapunk egy egyvaltozos fiiggvényt, aminek a szélsGértékét
kell meghatdrozni. Ezt a nevezetes kozepek kozti Osszefiiggésekkel, a fiiggvénytulajdonsdgok
(transzformdcid) alapjan, valamint derivaldssal lehet megéllapitani:

Lokalis sz€ls6értéke van a differencidlhaté fiiggvénynek xy-ban, ha ott az elsg derivalt 0, és a deri-
vélt ebben a pontban elGjelet vélt, azaz a méasodik derivalt nem nulla. A derivalt zérushelye sziiksé-
ges, de nem elégséges feltétele a helyi szélséérték 1étezésének.

Minimuma van, ha az elsé derivalt negativbdl pozitivba vilt, illetve ha a masodik derivélt ezen
a helyen pozitiv; maximuma van, ha az els6 derivalt pozitivbdl negativba vdlt, illetve ha a masodik
derivélt negativ ezen a helyen,

Szélséértékvizsgdlat f'(x) segitségével: az f(x) differencidlhat6 fliggvényt derivaljuk, kiszamoljuk a zé-
rushelyét, majd a zérushely segitségével megallapitjuk derivaltjanak elGjelét. Ehhez vagy az alap-
fliggvények tulajdonsagait hasznéljuk, vagy a szorzat, illetve hanyados el§jelét vizsgéljuk. Utdbbi-
ra akkor van sziikség, ha az els6 derivélt nem az alapfiiggvények koziil kertil ki, ekkor a derivaltat
a lehetd legjobban szorzattd, illetve hanyadossa alakitjuk. Az elsé derivalt elGjelébdl kovetkeztetni
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tudunk a fiiggvény monotonitasi viszonyaira is: azon az intervallumon, ahol a fiiggvény els6 deri-
véltja pozitiv, a fiiggvény nd, ahol negativ, ott a fiiggvény csokken.

PL: £ R* 5 R, fix) = x> = 3x = f(x) = 3x* = 3.

f(x) zérushelye: x = +1

f(x) elgjele:
f(x)>0,hax<-1,f(x) <0ha-1<x< 1, tehét lokélis maximuma van az x = —1 helyen, értéke
f=1)=2.
fx)<0ha-1<x<1,f(x)>0, ha x> 1, tehat lokdlis minimuma van az x = +1 helyen, értéke
f)=-2

A fiiggvény szigortian monoton ng, ahol f'(x) > 0, azaz x € ]—oo; —1[ U ]1; o[, szigordan monoton
csokken, ahol f(x) < 0, azaz x € ]-1; 1[.

Szélséértékvizsgdlat f"(x) segitségével: az f(x) kétszer differencidlhatd fiiggvényt kétszer derival-
juk, kiszamoljuk az elsd derivalt zérushelyét, majd a zérushelyeket behelyettesitjiik a masodik deri-
véltba, megallapitjuk masodik derivaltjanak el§jelét. A masodik derivalt el§jelébdl kovetkeztetni
tudunk a fiiggvény gorbiileti viszonyaira is: azon az intervallumon, ahol a médsodik derivaltja pozi-
tiv, a fliggvény konvex, ahol negativ, ott a fiiggvény konkdv, ahol a mdsodik derivélt elGjelet valt
és a fiiggvény folytonos ebben a pontban, inflexi6s pontja van a fiiggvénynek.
PL: £ R* 5 R, flx) = x> = 3x = f(x) = 3x* = 3 = "(x) = 6.
f'(x) Zérushelye: x = 1
f"(x) elGjele:

f7(=1) = -6, tehat lokélis maximuma van az x = —1 helyen, értéke f(—1) = 2.

f7(1) = 6, tehat lokélis minimuma van az x = +1 helyen, értéke f(1) = 2.
f7(x) =0, ha x =0, és ebben a pontban elGjelet valt, negativbol pozitivba megy ét, azaz a fiiggvény
konkévbdl konvexbe vilt, vagyis inflexids pontja van az x = 0 pontban.

VI. Alkalmazasok:

* gazdasdgi problémdk megolddsa:
— Ha egy 4ru irdnti kereslet fiigg a termék aratél, akkor milyen ar esetén érhetS el maximadlis
Osszbevétel?
— Ha egy termék eldallitasi koltsége fiigg a termék reklamozasara forditott 6sszegtdl, akkor
mekkora reklamkoltség esetén érhetd el egy termék minimalis el§allitdsi koltsége?

* matematikai problémdk megolddsa:
— Adott térfogatii folyadéknak milyen méretekkel rendelkezé hengeres dobozt tervezziink,
hogy a felhaszndlt csomagoldéanyag mennyiség minimélis legyen?
— Adott sugard gémbbe irt hengerek koziil melyiknek a térfogata maximalis?
— Adott alapkorsugaru és magassagui forgaskipba olyan forgashengert irunk, amelynek alap-
kore a kip alapkorének része, fedSkore pedig illeszkedik a kip palastjara. Milyen esetben
lesz a henger térfogata maximalis?

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A XVII. szdzadban Descartes (1596—1650) francia matematikus foglalkozott el6szor a fiigg-
vényekkel: bevezette a véltoz6 fogalmat, a fliggvényt megfeleltetésnek tekintette. Ezutan el-
kezdték vizsgdlni a matematikusok a fiiggvénygorbék és érintSinek kapcsolatat. Az érintéket
vizsgélva eljutottak a differencidlhdnyados fogalmdhoz, mddszert dolgoztak ki a fliggvények
menetének vizsgalatira, sz€lséértékeinek megéllapitasara.

* Az analizis alapvetd fogalmait (pl, sorozat, konvergencia, hatarérték) Cauchy (1789-1857)
francia matematikus definialta. O az, aki pontosan leirta a differencidl- és integralszamitast,
elStte azonban pontositotta a hatarérték fogalmat.
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12. Derékszogii haromszogekre vonatkozo tételek.
A hegyesszogek szogfiiggvényei.
A szogfiiggvények altalanositasa.

Vazlat:

I. Derékszogi haromszogek definicigja
II. Pitagorasz-tétel és megforditdsa
Thalész tétel és megforditdsa
Magassagtétel, befogotétel
Beirt kor sugarara vonatkozé tétel
III. Hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicidja
IV. Osszefiiggések a hegyesszogek szogfiiggvényei kozott
V. A szogfiiggvények altaldnos definicidja
VI. Kapcsolatok egyazon szog szogfiiggvényei kozt
VII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

L. Derékszogii haromszogek

DEFINICIO: Azokat a haromszogeket, amelyeknek valamely szoge 90°, azaz derékszog, derékszo-
gii haromszogeknek nevezziik.
A derékszoget bezard két oldalt befogdnak, a derékszoggel szemkozti, egyben a leghosszabb
oldalt atfogénak nevezziik.

I1. Derékszogii haromszogekre vonatkozo tételek

A derékszogl haromszogekre vonatkozé tételek koziil a Pitagorasz-tétel teremt kapcsolatot a ha-
romszog oldalai kozott.

TETEL: Pitagorasz-tétel: Ha egy haromszog derékszogd, akkor befogbinak négyzetosszege egyenls
az atfogo6 négyzetével.

BIZONYITAS L: Bizonyitani kell: a®> + b = 2.
Vegyiink fel két a + b oldalu négyzetet. A két négyzet teriilete egyenld.

a b
Y
a t1 a
g B2 A
o
b ty b
024
B\ 4
a b
a+ p=90°

Az els6 négyzet feloszthat6 egy t; = a” és egy t, = b teriiletii négyzetre (a felosztdsabdl ere-

d6é parhuzamossdg miatt), tovabba 4 olyan derékszogl haromszogre, amelynek befogdi a,
illetve b. Ez a 4 haromszdg egybevagd egymdssal és az eredeti haromszoggel, tehét teriiletiik
egyenld.
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A masodik négyzetben elhelyezked§ négyszog négyzet, mivel oldalai egyenld hossziak

(egybevdgd derékszogl haromszogek atfogoi), szogei pedig 90°-osak (egybevagd derékszo-

gl haromszogben o+ B=90°). Ha a derékszogd haromszogek édtfogdja ¢, akkor teriilete
2

3=c".

b

Mindkét nagy négyzet teriiletébdl kivonva a 4-4 egybevagd haromszog teriiletét, a fennma-
rado teriiletek egyenlSk lesznek.™

BIZONYITAS IL.: Vegyiink fel egy derékszogli haromszoget, amelynek befogdi a és b, és egy a + b
oldali négyzetet. A négyzetben helyezziik el a haromszogeket:

a b
&y
a t T a
e 2A A
~
bl ) b
E2é
B\
a b
a+p=90°

ABCD négyszog négyzet, mert oldalai egyenldk (c), és szogei 90°-osak (y= 180° — (o + p) =
= 180° - 90° = 90°), igy az a + b oldali négyzet teriilete kétféleképpen: ¢ = (a + b)?, illetve

t=4-aT'b+c2,azaz

(a+b)2=4-%+c2 = a?+2ab+b*=2ab+c?* = a’>+b?=c20

BIZONYITAS I1L.: Befogététellel

Befogoététel miatt:
a=./p-c, illetve b=./qg-c=/(c—p)-c.

EbbSl a®> =p - ¢, illetve b>=(c —p) - c=c>—p - c.
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Osszeadva az utols6 két egyenlGséget:
a?+b’=p-c+’-p-c=c* = P+b*=c20
BIZONYITAS IV.: Koszinusztétellel
c2=a’+b? —2abﬁgza2 +b%2-2ab-0=a*+b* = c*=a*>+b>.[0]
0

TETEL: Pitagorasz-tétel megforditdasa: ha egy hdromszog két oldalhosszdnak négyzetdsszege
egyenl§ a harmadik oldal hosszanak négyzetével, akkor a haromszog derékszogi.

BIZONYITAS:

Tudjuk, hogy az ABC hiromszog oldalaira igaz: a® + b = c>. Az a, b befogékkal rajzolunk
egy AB’C derékszogi haromszoget, amelyre Pitagorasz tétele miatt a” +b*>=(c’)>? =
c?=(c’)> = c=c’. Ekkor az ABC ill. AB’C hdromszog oldalai paronként megegyeznek =
a két haromszog egybevdgd = megfeleld szdgeik paronként egyenlék = C-nél ABC ha-
romszogben derékszog van. [

TETEL: Thalész-tétel: ha egy kor dtmérGjének két végpontjat osszekotjik a kor barmely mads
pontjaval, akkor derékszogili haromszoget kapunk.

BIZONYITAS: O kozéppontu kor, AB dtmérd, C tetszSleges pont a kdrvonalon.

OA =0C =r = OAC haromszog egyenls szari = OACS = OCA< = o

OC = OB =r = OBC hiromszdg egyenl§ szari = OBC< = BCO< = f3.

Az ABC haromszog belsd szogeinek 9sszege 180° = 2a+2=180° = a+=90° =
ACBX =90°.[]

TETEL: Thalész-tétel megforditdsa: ha egy hiaromszog derékszogl, akkor koré irhaté korének
kodzéppontja az atfogo felezGpontja.

BIZONYITAS: ABC derékszogli hdromszoget tiikrozziik az dtfogd F felez8pontjara. A tiikrozés
tulajdonsdgai miatt BC=AC’ és CA=BC’ és AC’ = BC’ szogei 90°-osak. A téglalap atl6i
egyenldSk és felezik egymdst = FA = FB = FC = F az ABC haromszog koré irt kor kozép-
pontjaval egyenld. [J
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TETEL: Thalész-tétel és megforditasa osszefoglalva: a sik azon pontjainak halmaza, amelyekbdl
egy megadott szakasz derékszogben latszik, a szakaszhoz, mint atméréhoz tartoz6 kor, el-
hagyva belGle a szakasz végpontjait.

TETEL: Magassagtétel: Derékszogli haromszogben az dtfogéhoz tartozé magassig hossza mértani
kozepe azon két szakasz hosszdnak, amelyekre a magassdg az 4tfogét osztja.

TETEL: Befogététel: Derékszogli haromszog befogdjanak hossza mértani kozepe az atfogé és a be-
fog6 atfogdra es6 merdleges vetiilete hosszanak.

TETEL: Beirt kor sugarara vonatkozé tétel: Derékszogil haromszog dtfogdja a két befogd dssze-
gével és a beirt kor sugardval kifejezve: c =a + b —2r.

BIZONYITAS: Korhoz hdzott érintGszakaszok egyenlGsége miatt c=a—r+b—r=a+b —2r.

~

A Thalész-tétel miatt ¢ = 2R, ahol R a haromszog koré irt kor sugara. Ebbdl és az el6z6
a+b
.0

tételbsl kovetkezik: 2R=a+b—-2r = R+r= >

II1. Hegyesszogek szogfiiggvényeinek definicidja

A hegyesszogek szogfiiggvényeit derékszogli hdromszogekkel is bevezethetjiik. Kihasznaljuk,
hogy a két derékszogli haromszog hasonld, ha valamely hegyesszogiik megegyezik. A hasonldsdg
kovetkeztében egy derékszogii hdromszog oldalainak ardnyat a hdromszog egyik hegyesszoge egy-
értelmtien meghatarozza. Erre a fliggvényszerd kapcsolatra vezetjiik be a szogfiiggvényeket:

DEFINICIO: Az o hegyesszoget tartalmazo tetszGleges derékszogil haromszogben
sino = o-val szemkozti befogé hosszénak és az dtfogé hosszanak hdnyadosa.
cosor = o melletti befogd hosszdnak és az atfogd hosszdnak a hanyadosa.
tga = o-val szemkozti befogé hosszanak és az o melletti befogd hosszanak a hanyadosa.
ctgor = oo melletti befogé hosszanak és az a-val szemkoztes befogd hosszdnak a hdnyadosa.

B

sinazg, cosazé, tgazg, ctgazé
c c b a
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IV. Osszefiiggések a hegyesszogek szogfiiggvényei kozott

A definicidk alapjan kdnnyen igazolhatok a kovetkezd azonossagok, ahol 0° < o < 90°:

sin
o =3mna

>

cos¢ 1

. B

mo g ctgor

sino = cos(90° — o), cosa = sin(90° — @)

tgo = ctg(90° — o), ctgar=tg(90° — o)

sinor + cosla =1

Nevezetes szogek szogfiiggvényei:

sin cos tg ctg
0 1 V3 V3
30 = NI NO
2 2 3 V3
45° Q Q 1
2 2
o V3 1 V3
60 N2 kS NS
2 2 V3 3

V. Szogfiiggvények altalanositasa

DEFINICIO: A koordinatarendszerben az i(1; 0) bazisvektor origé koriili o szdggel valé elforga-
tasdval keletkezd e egységvektor els§ koordinatdja az o szog koszinusza, méisodik koordi-
nétdja az o szog szinusza.

oecl. oell o elll. oeclV.
0<a<Z T cau<n 7r<oc<3—” 3—7T<oc<27r
2 2 2 2
e @ y y y
(cose; siner) (cosa; sinor
¢ AN /
CAVE 2N AW

&
W

-

OJX

(cose; siner
© ©

(cosa; siner)
® O

coso = —cos(w— &)
sino = sin(w — @)

coso = —cos(o — 1)
sino = —sin( o — 7)

coso=cos(2m— @)
sino = —sin(27w — &)
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DEFINICIO: A s1n(;c£ hanyadost, ha cosa # 0, vagyis ha « ¢%+k7r (keZ), az o szbg tangensé-
cos

nek nevezziik.

A koordindtarendszerben az i vektortdl o szoggel elforgatott e egységvektor egyenese altal
az origd kozéppontu, egységsugari kor (1; 0) pontjdban huzott érint6b6l kimetszett pont 2.
koordinétdja az o szog tangense.

oecl.

oell

o elll.

oclV.

o<a<Z
“<3

£<OC<7'L'

2

3
= 2
5 <a<2mw

tgo

A

tgo

tgoe

@y /
>

tgo=—-tg(m— )

tgo=tg(o—m)

tgo=—-tg2w— @)

DEFINICIO: A S2% hanyadost, ha sina# 0, vagyis ha a# kx (k € Z), az o szbg kotangensének

sino
nevezzik.

A koordinatarendszerben az i vektortdl o szoggel elforgatott e egységvektor egyenese dltal
az origd kozépponti, egységsugard kor (0;1) pontjdban huzott érintébdl kimetszett pont 1.
koordinatija az o szég kotangense.

&
17

\ 7

oel. o ell o elll. aelV.
0O<a<l T ca<n ﬂ<a<3—” 3—”<0¢<27r
2 2 2 2
ctgo ctgo y clgo ctgor y

y
Y
)

@

ctgor=—ctg(w— )

ctgo = ctg(ax— m)

ctga = —ctg2mr— o)

VI. Kapcsolatok egyazon szog szogfiiggvényei kozott:

, 1 T
TETEL: t =——_ h k= (keZ
ctgo tga’ aa 2( e”Z)

1

tgo =——,
g ctga

= tga-ctga=1 (oc;tkl)

ha oc;tk% (keZ)

2
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TETEL: sin’ct + cos>a.= 1 minden valés o-ra (Pitagoraszi 6sszefiiggés).

BIZONYITAS: A szogfiiggvények definicidja szerint az o irdnyszogl e egységvektor koordinatéi:
(cosq; sino).

Egyrészt az egységvektor hossza 1: (|e|: 1), masrészt az e vektor hossza:

le| = \/elz +e} = Jsin2a+cos’a .
Ebbdl 1 = /sin? o + cos? o . Mivel nemnegativ szdmok allnak a két oldalon, négyzetre eme-

1éssel: sinZo + cosor= 1.0

KOVETKEZMENY: tetszGleges o szog esetén:

|sin(x| =+/1-cos?a, illetve |cosoz| =+/1-sin?o

VII. Alkalmazasok:

* Pitagorasz-tétel:
— sikgeometria: haromszog, trapéz magassaganak szamoldsa
— koordindtageometria: két pont tdvolsdga, vektor hossza

* Thalész-tétel:
— sikgeometria: korhoz kiilsé pontb6l huzott érintdk szerkesztése
— koordinatageometria.: érintGk egyenlete

* Magassagtétel:
— mértani kozép szerkesztése

Forgasszogek szogfiiggvényei:
— Haromszog trigonometrikus teriiletképlete
— Szinusztétel, koszinusztétel

— Négyszog teriilete: l:e-f-+na (e, f 4tl6k, o = 4tlok szoge)
— Rezgémozgas kitérés-idd, sebesség-idS, gyorsulds-idé fiiggvénye trigonometrikus fligg-

vény
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A derékszogli haromszogekrSl fennmaradt els§ irdsos emlékek a Rhind-papiruszon kb.
Kr.e. 1750-bdl taldlhatok: ismerték a 3, 4, 5 oldald derékszogli haromszdget.

* Kr.e. 2000 koriil az egyiptomi papok derékszogszerkesztésre csomozott kotelet hasznaltak,
amihez ismernilik kellett a Pitagorasz tételt: terepen a derékszog kitlizését 12 csomos kotél és
3 kar¢ segitségével: végezték.

* Kinaban Kr.e. 1200 és 1100 kozotti naptarban olyan rajz lathatd, amely azt mutatja, hogy
ismerték a Pitagorasz tételt legaldbb a 3, 4, 5 oldald derékszogli haromszog esetében. Ezen
arajzon egy 3+4 egység oldali négyzet keriiletén van a bels6 5 egység hosszisagi négyzet
csdcspontjai (a Pitagorasz tétel 1. bizonyitdsdban szerepld dbrdhoz hasonléan).

» Pitagorasz a Kr.e. VI. szdzadban az 6kori Gorogorszagban élt, tételét viszont mar a babil6-
niaiak 4000 évvel ezel6tt is ismerték, Pitagoraszhoz csak azért fiizddik a tétel, mert rdjott egy
Uj bizonyitésra.

* Thalész szintén a Kr.e. V1. szdzadban élt az 6kori Gordogorszagban, az elsé olyan matemati-

* Ptolemaiosz gorog csillagiasz a Kr.u. II. szdzadban 30 percenkénti beosztassal készitett
,hurtdbldzatokat”, ami a késdbb kialakult trigonometrikus fiiggvények elédei voltak.

* A trigonometrikus fiiggvények kozti sszefiiggések és azonossigok felfedésében nagy érde-

mei vannak Viete (1540-1603) francia matematikusnak.
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13. Haromszogek nevezetes vonalai, pontjai és korei.

Vazlat:

I. Oldalfelez6 merSlegesek, a haromszog koré irt kor kozéppontja
II. Szogfelezdk, haromszogbe, illetve hdromszoghoz irt kor kozéppontja
III. Magassdgvonalak, a hdromszdg magassagpontja
IV. Silyvonalak, a hdromszog silypontja
V. Kozépvonalak
VI. Euler-egyenes, Feuerbach kor
VII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:
I. Oldalfelezé merolegesek, a haromszog koré irt kor kozéppontja

DEFINICIO: A sikon egy szakasz felezGmerdélegese az az egyenes, amely a szakasz felezGpontjara
illeszkedik és merdleges a szakaszra.

TETEL: A szakasz felezGmerGlegese a szakasz két végpontjat6l egyenld tavol 1évE pontok halmaza.

TETEL: A haromszog hdarom oldalfelez8 merdlegese egy pontban metszi egymadst. Ez a pont a ha-
romszog koré irt kor kozéppontja.

BIZONYITAS: ABC haromszogben AB és AC oldalfelez6 merSlegeseit tekintsiik. Ezek az egyenesek
metszik egymadst, mert a hiromszog oldalai nem parhuzamosak egymadssal. Legyen a két ol-
dalfelez6 merdleges metszéspontja K. Ekkor K egyenlé tdvolsagra van A-t6l és B-tGl (mert K
illeszkedik f.-re), illetve A-t6l és C-t6l (mert K illeszkedik f,-re) is. Kovetkezésképpen
egyenld tavol van B-t8l és C-tdl is, azaz K illeszkedik BC szakaszfelez§ merdlegesére. =
KA =KB=KC, azaz A, B és C egyenl{ tdvolsdgra vannak K-t6l = mindharom pont illesz-
kedik egy K kozéppontii KA = KB = KC = r sugaru korre.[]

K hegyesszogli hdromszog esetén a haromszogon beliil, derékszogl hdromszognél az 4t-
fogd felezépontjaba (Thalész tétele), tompaszogii haromszognél a hdromszogon kiviil esik.
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I1. Szogfelezok, haromszogbe, illetve haromszoghoz irt kor kozéppontja

DEFINICIO: Egy konvex szog szogfelezdje a szog csicsabdl kiinduld, a szogtartomédnyban halad6
azon félegyenes, amely a szoget két egyenld nagysigu szogre bontja.

TETEL: Egy konvex szogtartomadnyban a szdraktdl egyenld tdvolsdgra 1évG pontok halmaza a szog-
felezd.

TETEL: A hdromszog hiarom bels§ szogfelezGje egy pontban metszi egymadst. Ez a pont a harom-
szogbe irt kor kozéppontja.

BIZONYITAS:

A g 7 g B
Két belsd szogfelezd metszéspontjardl belatjuk, hogy rajta van a harmadikon. Vegyiik fel az

a és B szogfelezGjét: fi, és fp. Ez a két félegyenes metszi egymdst, mert 0° <%+§ <180°.

Tgy fy és Jp metszéspontja az O pont. A szdgfelezs a szog szdraitol egyenld tavol 1€vS pon-
tok halmaza a szogtartomanyban, igy mivel O illeszkedik f,-ra = OT; = OTs3, illetve O il-
leszkedik fgra = OT; = OT>, tehdt OT, = OT3, vagyis O egyenl0 tavol van az AC €s a CB
szodgszdraktol, igy O illeszkedik f, ra, azaz O az f, fg és f,egyetlen kdzds pontja.

A bizonyitds sordn kideriilt, hogy O egyenld tdvol van a haromszog oldalaitdl, ezért koréje
egy olyan kor frhatd, amely a hdromszog oldalait érinti. [

TETEL: A hdromszog egy belsd, és a masik két csiicshoz tartozo kiilsG szogfelezGje egy pontban
metszi egymadst, ez a pont a haromszog hozzairt korének kozéppontja. A haromszognek 3
hozzairt kore van.

TETEL: A hdromszog ugyanazon szogének kiilsg és belss szogfelezGje merdleges egymadsra.

III. Magassagvonalak, a haromszog magassagpontja

DEFINICIO: A hiromszog magassaga az egyik csicsbdl a szemkozti oldal egyenesére bocsatott
merdleges szakasz. A hdromszog magassaganak egyenese a hiromszog magassagvonala.

TETEL: A haromszog magassdgvonalai egy pontban metszik egymadst. Ez a pont a hdromszég ma-
gassagpontja.
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BIZONYITAS: Visszavezetjiik a hdromszog oldalfelezG merGlegeseire vonatkozd tételre.

Vegyiik fel az ABC haromszoget, és mindhdrom csicsén keresztiil hizzunk pdrhozamos
egyenest a szemkozti oldallal. = A’B’C’ haromszog.

Belétjuk, hogy m. az A’B’ oldalfelezd merdlegese: m,. merSleges AB-re és A’B’ parhuzamos
AB-vel = m, merGleges A’B’-re. AB parhuzamos A’B’-vel és BC parhuzamos B’C’-vel =
ABCB’ paralelogramma = CB’ = AB, hasonléan ABA’C paralelogramma — A’C = AB,
ebbdl B°C = CA’ = C felez6pontja A’B’-nek = m,. oldalfelez§ merGlegese A’ B’-nek.
Hasonl6an beldthatd, hogy m,, és my, is az A’ B’ C’ hdromszog oldalfelezd mer6legesei. Az ol-
dalfelez6 merdlegesekre vonatkoz tétel alapjan tudjuk, hogy ezek egy pontban metszik
egymdst, tehdt beldttuk, hogy az ABC hidromszdg magassdgvonalai is egy pontban metszik
egymadst.[]

A magassdgpont hegyesszogli hdromszdg esetén a haromszog belsejében, derékszdgd ha-
romszognél a derékszogi csicsban, tompaszogli haromszognél a haromszogon kiviil helyez-
kedik el.

IV. Sualyvonalak, a hiromszog sulypontja
DEFINICIO: A hdromszog cstcsdt a szemkozti oldal felezGpontjaval 9sszekots szakasz a harom-
szog silyvonala.

TETEL: A hdromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymadst, ezt a pontot a hdromszog suly-
pontjinak nevezziik. A sidlypont harmadolja a sidlyvonalakat dgy, hogy a cstcs felé esG sza-
kasz dgy aranylik az oldal felé esé szakaszhoz, mint 2 : 1.

C
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V. Ko6zépvonalak

DEFINICIO: A hdromszog két oldalfelezd pontjat dsszekots szakaszt a haromszog kozépvonala-
nak nevezziik.
Minden haromszognek 3 kozépvonala van.

TETEL: A hdromszog kozépvonala parhuzamos a felezGpontokat nem tartalmazé oldallal, és fele
olyan hosszu.

VL. Euler-egyenes, Feuerbach-kor

TETEL: A hdromszog magassagpontja, silypontja és a koriilirt kor kzéppontja egy egyenesen van
(Euler-féle egyenes). A silypont a mdsik kett§ tavolsdgat harmadolja és a koriilirt kor ko-
zéppontjdhoz van kozelebb.

B

TETEL: Egy hdromszog oldalainak felez&pontjai, magassdgainak talppontjai és a magassagpontot
a csucsokkal 6sszekotd szakaszok felezGpontjai egy koron vannak (Feuerbach-kor).

A Feuerbach kor kozéppontja (O) felezi a magassagpontot (M) és a koré irhatd kor kézéppontjat
(K) 0sszekotd szakaszt, sugara a hdromszog koré frhat6 kor sugardnak a fele. Vagyis az M pontbdl

a koré irt kor kozéppontjabol A = % -es ardnyu kicsinyitett képe a Feuerbach kor.

c
M
Fp Fi
C My
FB F
A
M
M
Mp 5
A e B /
A\ Fe
Mg Fe
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VII. Alkalmazasok:

haromszogszerkesztési feladatok

koordinata-geometria: 3 ponton dtmené kor egyenlete, haromszog silypontjanak kiszamitasa
sulyvonal, silypont (homogén anyageloszldsi hdromszog esetén) fizikdban: silyvonal men-
tén, illetve sdlypontban aldtdmasztva a hdromszog egyensilyban van

kor kozéppontjanak szerkesztése

teriiletszamitasi feladatok a nevezetes korok sugarainak felhasznalasaval

abc t k
== ==, ahol s==.
vl r s,ao K >

Matematikatorténeti vonatkozasok:

A geometria gorog szo, eredeti jelentése foldmérés. A geometria az 6kori gorog matematiku-
sok tevékenysége dltal vélt tudomannya. Thalészen, a matematika atyjan kiviil a legnagyobb
gorog geométernek tartott Apolloniusz (Kr.e. II1. szdzadi gorog matematikus) is sokat fog-
lalkozott a haromszogekkel és a veliik kapcsolatos Osszefiiggésekkel. A tételben szerepld is-
meretek nagy részét mar 6k is tudtak.

Thalész a Kr.e. VI. szdzadban élt az 6kori Gordgorszdagban, az elsd olyan matematikus volt,
akinek bizonyitdsi igénye volt, foglalkozott allitdsai megforditdsdval is: igy jutott el a derék-
sz0gl haromszog koré irt kor kozéppontjihoz.

Euklidesz Kr.e. 300 koriil élt gordg matematikus Elemek cimid miivében meghatdrozta a geo-
metriai alapszekesztések axiémait, szogletes sikidomok tulajdonsdgait, A Pitagorasz-tételt,
a kor és vele kapcsolatos tételeket, a keriileti és kozépponti szogeket, a szabalyos sokszogek
szerkesztését.

Euler (1707-1783) svdjci matematikus a haromszog nevezetes vonalait, pontjait is vizsgalta,
ismerte a Feuerbach-kort, de ez a tétel feledésbe meriilt.

Feuerbach (1800-1834) német matematikus tjra felfedezte az Euler altal mar megtalalt kort,
amit ezutdn Feuerbachrél neveztek el.
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14. Osszefiiggések az altalanos haromszogek oldalai
kozott, szogei kozott, oldalai és szogei kozott.

Vazlat:

I. Haromszogek csoportositisa szogeik és oldalaik szerint
II. Osszefiiggések a haromszog oldalai kozott (hdromszog egyenlétlenségek, Pitagorasz-tétel)
II. Osszefiiggések a hdromszog szogei kozott (belsd, kiilss szogek)
IV. Osszefiiggések a hdromszog szogei és oldalai kozott (koszinusztétel, szinusztétel, szogfiigg-
vények)
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Haromszogek csoportositasa szogeik és oldalaik szerint

DEFINICIO: Hiaromszog az a zért szogvonal, amelyeknek 3 oldala és 3 csticsa van.
DEFINICIO: Egy hdromszog hegyesszogii, ha minden szoge hegyesszog.

DEFINICIO: Egy haromszog derékszogi, ha van egy 90°-os szdge.

DEFINICIO: Egy haromszog tompaszogii, ha van egy tompaszoge.

DEFINICIO: Egy haromszog szabalyos (vagy egyenld oldald), ha harom oldala egyenld hosszd.

DEFINICIO: Egy hiaromszog egyenlé szari (vagy szimmetrikus), ha van két egyenl§ oldala.

(" haromszogek N
(lhegyesszﬁgﬁJ Tlderéksziig[iJ Ttompaszﬁgﬁ N

egyenld szaru
egyenld LQV—J

oldalu

II. Osszefiiggések a haromszog oldalai kozt:

TETEL: Hiromszog egyenlGtlenségek: a hdaromszog barmely két oldaldnak Gsszege nagyobb a har-
madikndl: a+b>c,a+c>b,b + ¢ >a.

TETEL: Egy hdromszogben barmely két oldal kiilonbségének abszolit értéke kisebb a harmadik-
nal: la—c|<b, l[a-bl<ec, |b-c|<a

TETEL: Pitagorasz tétel: Barmely derékszogli haromszogben a két befogd négyzetének Gsszege
egyenld az atfogd négyzetével.
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I1. Osszefiiggések a haromszog szogei kozt:

TETEL: A hdaromszog belsd szogeinek 6sszege 180°.
TETEL: A haromszog kiilsG szogeinek dsszege 360°.

TETEL: A haromszog egy kiilsd szoge egyenld a nem mellette fekvd két belsd szog dsszegével.

IV. Osszefiiggések a haromszog oldalai és szogei kozott:

TETEL: Egy hdromszogben egyenld hosszdségi oldalakkal szemben egyenld nagysagu szogek van-
nak, egyenld nagysagu szogekkel szemben egyenl§ hossziisagu oldalak vannak.

TETEL: Barmely hdromszogben két oldal koziil a hosszabbikkal szemben nagyobb belsd szog van,
mint a rovidebbikkel szemben, illetve két szog koziil a nagyobbikkal szemben hosszabb ol-
dal van, mint a kisebbikkel szemben.

DEFINICIO: Derékszogid haromszogben bevezetjiik a szogfiiggvények fogalmat a hasonlé harom-
szogek tulajdonsdgait kihaszndlva:

* sino az o szoggel szemkozti befogd és az atfogd hanyadosa,

* cos az o szog melletti befogo és az atfogd hanyadosa,

* tgraz o szoggel szemkozti befogd és az o szog melletti befogd hdnyadosa,
* ctg az o sz6g melletti befogd és az o szoggel szemkozti befogd hanyadosa.

sinazﬂ, cosazé, tgazﬂ, ctht:é
c c b a

TETEL: Szinusztétel: Egy haromszogben két oldal hosszénak ardnya egyenld a veliik szemkozti
szogek szinuszdnak ardnydval:
a _sina

b sinf

A szinusztétel a hdromszog harom oldaldra is felirhatd, ekkor a : b : ¢ = sina : sinf3 : siny.

Szinusztétel alkalmazasa:

* Ha adott a hdromszog egy oldala és két szoge, akkor barmely oldal kiszdmolhaté (mert ekkor
kiszdmolhatd a belsd sz6gosszegbdl a harmadik szog).
* Ha adott a haromszog két oldala és nem az &ltaluk kozbezart szog ismert, akkor két eset
lehetségséges:
— Ha a két oldal koziil a nagyobbikkal szemkdoztes szog ismert, akkor kiszdmolhat6 a kiseb-
bik oldallal szemkoztes szog. Ebben az esetben a haromszog egyértelmiien meghatdrozott.
— Ha a haromszog két oldalat és a révidebbel szemkoztes szoget ismerjiik, akkor kiszamol-
hat6 a nagyobbik oldallal szemkoztes szog, amire haromféle megoldas is lehet:
1. ha a szdg szinuszdra pozitiv, de 1-nél kisebb értéket kapunk, akkor két megoldéds van,
a sz0g lehet hegyesszog és tompaszdg is. Ekkor a haromszog nem egyértelmiien meg-
hatarozott, két ilyen haromszog 1étezik.

78



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

2. ha a sz0g szinuszdra 1-et apunk, akkor egy megoldds van, a szog 90° ez egy derék-
sz0gl hdromszog.

3. ha a sz0g szinuszdra 1-nél nagyobb szdmot kapunk, akkor nincs ilyen szdg, azaz nincs
az adatoknak megfelel6 haromszog.

Ebben az esetben inkdbb a koszinusz tételt alkalmazzuk, ekkor mdasodfoki egyenletet

kapunk a harmadik oldalra, igy viszont egyértelmtien eldonthetd az oldal hossza (a mésod-

foku egyenletnek 0, 1, 2 megolddsa van, illetve feltétel, hogy az oldal hossza pozitiv, vagy

a haromszog-egyenl6tlenség is segithet abban, hogy eldontsiik, hogy melyik eredmény

megoldésa a feladatnak).

TETEL: Koszinusztétel: egy haromszog egyik oldalhosszdnak négyzetét megkapjuk, ha a mésik
két oldal négyzetdsszegébdl kivonjuk a két oldal hosszdnak és a kdzbezart szog koszinusza-
nak kétszeres szorzatét: ¢> = a®> + b> — 2abcosy.

BIZONYITAS: Vektorok skaldris szorzatdnak felhasznéldsaval fogjuk bizonyitani, ezért a harom-
sz0g oldalait irdnyitjuk:

Jelolie |a|=a, |b|=b és|c|=c.

CA C8

A BA B
Ekkor ¢ =a—b. Az egyenlet mindkét oldalat 5Gnmagéval skaldrisan szorozva:

& =(a-b? = *=da’-2ab+b".

c2=|g|-|g|-cos0°=c-c-1=c2.

Hasonléan a” =a? és b =b2.
Q-Q=|Q|-|Q|-cosy=a-b-cosy .
Ezeket beirva a g2 = QZ —2ab+ QZ egyenletbe kapjuk: ¢ = a® + b*> — 2abcosy.]

Kovetkezmények:

* ha y=90°, vagyis a haromszog derékszogi, akkor ¢? = a® + b%, ami a Pitagorasz-tétel.
* ha y< 90° akkor barmely két oldaldnak négyzetdsszege nagyobb a harmadik oldal négyzeténél.
* ha y> 90°, akkor a két rovidebb oldal négyzetdsszege kisebb a harmadik oldal négyzeténél.

Koszinusztétel alkalmazasa:

* Ha adott a haromszdg két oldala és az altaluk kozbezart szog, akkor kiszdmithaté a szoggel
szembeni oldal.

* Ha adott a haromsz6g harom oldala, akkor kiszdmolhat6 a hdromszog barmely szdge.
Ha keressiik a haromszog szogeit, akkor ebben az esetben a haromszog legnagyobb szogét
érdemes kiszdmolni koszinusztétellel, ami a leghosszabb oldallal szemben van, mert az he-
gyes-, derék- és tompaszogre is egyértelmd megoldast ad.

79



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

V. Alkalmazasok:

Haromszogek szerkesztése, hdromszog ismeretlen adatainak kiszadmitésa.

Sokszogekben oldalak, atlok, szogek kiszdmoldsa haromszogekre bontdssal.

Foldmérésben, térképészetben, csillagdszatban mért adatokbdl tavolsidgok és szogek kisza-
molésa.

Terepfeladatok megolddsanal: pl.: megkdzelithetetlen pontok helyének meghatdrozasa.
Modern helymeghatarozas: GPS.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

Thalész a Kr.e. VI. szdzadban élt az dkori Gorogorszagban, az elsd olyan matematikus volt,
akinek bizonyitdsi igénye volt. O mondta ki, hogy a hiromszog belsG szogeinek Osszege
180°, megallapitotta, hogy egyenld szari haromszogben az egyenl$ hosszisigi oldalakkal
szemben egyenl§ szogek vannak.

A szinusztétel felfedezGje Abu Nasr (1000 koriil) arab matematikus.

Regiomontanus (1436-1476) német matematikus részletes trigonometriai bevezetést irt
a haromszogekr6l. Készitett szinusztdblazatot is. A nagy humanista Vitéz Janos baratjaként
éveket toltott Esztergomban, majd Maty4s kirdly udvardban a Corvina konyvtar rendezésével
foglalatoskodott.

A legrégibb térképeket tobb, mint 4000 évvel ezeldtt készitették. Snellius holland mérnok
a 17. szdzadban kidolgozott olyan, a hdromszogek adatainak meghatirozasara épiil6 (trigo-
nometriai) modszert, amelynek alkalmazésaval a térképek pontosabba valtak.
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15. Egybevagosag és hasonlosag. A hasonlosag
alkalmazasai geometriai tételek bizonyitasaban.

Vazlat:

I. Egybevagdsagi transzformacidk
Eltolas, tengelyes tiikr6zés, pontra vonatkozo tiikr6zés, pont koriili elforgatas
II. Alakzatok egybevdgésiaga (hdromszogek, sokszdgek)
III. Hasonlésédgi transzformécio:
Kozéppontos hasonldsagi transzformacid
IV. Alakzatok hasonldsdga (hdromszogek, sokszogek)
V. Transzformécidk tulajdonsigai
VI. Hasonldsédg alkalmazasa hdromszogekre vonatkozé tételekben
a) kozépvonalra vonatkoz6 tétel
b) sulyvonalakra vonatkozé tétel
c) szogfelezdtétel
d) magasséagtétel
e) befogotétel
VII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:
I. Transzformaciok:

DEFINICIO: Geometriai transzformaciok azok a fiiggvények, amelyek egy ponthalmazt ponthal-
mazra képeznek le. (Dy= Ry = ponthalmaz)

DEFINICIO: A geometriai transzformdciok koziil a tdvolsagtarté transzformdciokat egybevagosagi
transzformacidknak nevezziik.
Tavolsagtart6 leképezés: barmely két pont tdvolsiga egyenl képeik tdvolsdgaval.
Sikbeli egybevagosagi transzformaciok: tengelyes tiikrozEs, pontra vonatkozé (k6zéppontos)
titkkrozés, pont kortili elforgatds, eltolés.

DEFINICIO: Tengelyes tiikrozés: adott a sik egy 7 egyenese, ez a tengelyes tiikrozés tengelye.
A t tengelyre vonatkozé tengelyes tiikrozés a sik tetszdleges t-re nem illeszkedd P pontjédhoz
azt a P’ pontot rendeli, amelyre fenndll, hogy a PP’ szakasz felezOmerGlegese a ¢ tengely.
A t egyenes képe dnmaga.

DEFINICIO: Kozéppontos tiikrozés: adott a sik egy O pontja, a kozéppontos tiikrozés kézéppontja.
Az O pontra vonatkozd kozéppontos tiikrozés a sik egy tetszSleges O-tdl kiilonbozd P
pontjdhoz azt a P’ pontot rendeli, amelyre az O pont a PP’ szakasz felezGpontja. Az O pont
képe dnmaga.
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DEFINICIO: Pont koriili forgatas: adott a sik egy O pontja és egy o irdnyitott sz6g. Az O pont
koriili o szogd, adott irdnyu forgatds a sik egy tetszéleges O-tdl kiilonb6z§ P pontjdhoz azt
a P’ pontot rendeli, amelyre teljesiil, hogy POP’ szdg irdny és nagysdg szerint megegyezik
o-val és OP = OP’. O pont képe 6nmaga.

a>0 a<0
pozitiv iranyd  negativ iranyua
forgatas forgatas

DEFINICIO: Eltolas: adott egy v vektor. A v vektorral val6 eltolés a sik (tér) tetszSleges P pontjé-

hoz azt a P’ pontot rendeli, amelyre PP’ = V.

P

I1. Alakzatok egybevagosaga (haromszogek, sokszogek)

DEFINICIO: Két alakzat egybevdgd, ha van olyan egybevdgdsagi transzformdcid, amely az egyik
alakzatot a mdsikba viszi. Jele: A = B.

TETEL: Két haromszog akkor és csak akkor egybevagd, ha:
» megfelel§ oldalaik hossza paronként egyenld,
* két-két oldaluk hossza paronként egyenlS és az ezek 4ltal kozbezirt szogek nagysiga
egyenld,
 két-két oldaluk hossza paronként egyenld és e két-két oldal koziil a hosszabbikkal szemkozti
sz0giik nagysdga egyenld,
* egy-egy oldaluk hossza paronként egyenld és két-két szogiik paronként egyenld.

TETEL: Két sokszog akkor és csak akkor egybevédgd, ha a kovetkezd feltételek egyike teljesiil:

* megfeleld oldalaik hossza és a megfeleld 4tldik hossza paronként egyenld,
* megfelel§ oldalaik hossza paronként egyenl$ és megfeleld szogeik paronként egyenldk.

I11. Hasonlésagi transzformacio: kozéppontos hasonlosag

DEFINICIO: Kozéppontos hasonléségi transzformécié: adott egy O pont és egy A 0-tdl kiilonbozs
valds szdm. A tér minden P pontjdhoz rendeljiink hozza egy P’ pontot a kdvetkez6képpen:
1. ha P= 0, akkor P’ = P.
2. ha P # O, akkor P’ az OP egyenes azon pontja, amelyre OP’ = |A| - OP ésha 1> 0, akkor
P’ az OP félegyenes pontja, ha A < 0, akkor O elvélasztja egymadstdl P-t és P’-t.
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Az O pont a kdzéppontos hasonlésagi transzformacié kozéppontja, A a kozéppontos ha-
sonlosag aranya.

Ha |A|> 1, akkor kdzéppontos nagyitasrél, ha | A|< 1, akkor kicsinyitésrS] beszéliink, ha
pedig | A | = 1, akkor a transzformdcié egybevagdsag.

DEFINICIO: Véges sok kozéppontos hasonldségi transzformacié és véges sok egybevagdsagi transz-

formacié egymas utdni végrehajtasaval kapott transzformaciokat hasonlésagi transzforma-
cionak nevezziik.

IV. Alakzatok hasonlésaga (haromszogek, sokszogek)

DEFINICIO: Két alakzat hasonlé, ha van olyan hasonlésagi transzformécid, amely az egyik alak-
zatot a mdsikba viszi. Jele: A ~ B.

TETEL: Két haromszog akkor és csak akkor hasonlé, ha:
1. megfelel§ oldalaik hosszdnak ardnya paronként egyenld, azaz i, = % = % =1,
a c
2. két-két oldalhosszuk ardnya és az ezek éaltal kozbezart szogek nagysidga egyenld, pl.:
a_b <
—_———= l = ? ,
T b esy=vy

3. két-két oldalhosszuk ardnya egyenld, és e két-két oldal koziil a hosszabbikkal szemkozti

szOgiik nagysiga egyenld, pl.:

4. két-két szogiik paronként egyenld, pl.: a=a’ és f=f’.

TETEL:

a_b
a b

lel6 szogeik nagysiga paronként egyenlS nagysagu.

V. Transzformaciok f6bb tulajdonsagai:

Két sokszog akkor és csak akkor hasonlé, ha megfelel§ oldalhosszaik aranya és megfe-

Egybevagosagi transzformaciok Hasonlésag:
s o e kozéppontos
tengelyes | kdaéppontos | pont kBrili | i | pasonosigi
tukrozes tilkkrozés elforgatas S
fixpont at gg}éenes egyetlen fix- egye‘tlgn fix- nincs flx— egye'tlgn fix-
(képe 6nmaga) minden pont: O pont pont: O pont pontja pont: O pont
pontja (ha a#0°) (hav#0) (hadA#1)
ﬁxggyenes _ nincs nincs fix nincs ~ nincs
(mlnden pontja ategyenes fixegyenes egyenes fixegyenes fixegyenes
fixpont) (ha o # 0°) (hadl#1)
;:::;anans egye- . | minden O-ra | nincs invari- az adott H}ﬁlde?( Od'fa
Képe & d a f-re mero- illeszkedd ans egyenes vektorral tiieszkedo
(képe bnmaga, de leges egye- . o srh egyenes 1nva-
pontonként nem egyenes in- (ha ox#0°, | parhuzamos -
nesek < rians
fix) varians o+ 180°) egyenesek (ha 1% 1)

VI. Hasonl6sag alkalmazasa haromszogekre vonatkozo tételekben

TETEL: A hiaromszog kozépvonalaira vonatkozo tétel: A haromszog kozépvonala parhuzamos
a felez6pontokat nem tartalmazé oldalakkal, és fele olyan hosszi, mint a nem felezett oldal.
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BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsanél az ABC és EFC haromszogek hasonlésdgat hasznéljuk.

TETEL: A haromszog silyvonalaira vonatkozo tétel: A haromszog sdlyvonalai egy pontban
metszik egymast. Ez a pont mindhdrom stlyvonalnak a csticstél tdvolabbi harmadol6pontja.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsanal az ASB és SF,,F), haromszogek hasonldsdgat haszndljuk.

A
TETEL: Szogfelezététel: Egy haromszog belsd szogfelezGje a szemkozti oldalt a szomszédos ol-
dalak ardnydban osztja.

BIZONYITAS: Az ABC hdromszog A csicsabol indulé belsd szogfelez BC oldalt az S pontban
metszi.

o

!

>

B

A BA szakaszt hosszabbitsuk meg A-n til és legyen AD = b. Ekkor AD = AC = b, ebbdl ko-
vetkezik, hogy az ACD haromszog egyenld szird, a C-nél és a D-nél levs belsd szogek
egyenldk, az A-nél levd kiilsS szog .

Tudjuk, hogy a haromszog kiils§ szoge egyenls a vele nem szomszédos belsé szogek dssze-

gével, tehdt ACDS = ADC¥ = % .
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Ekkor viszont BAS< = ADC¥ = % Ebbdl kovetkezik, hogy az AS || CD. A B csticsnél levé

N . AL 214 . CS _DA _AC
lkal h 16k tételét kapjuk: == ==—"—="=[]
szogre alkalmazva a parhuzamos szelok tételét kapjuk: <o == ==
TETEL: Magassagtétel: Derékszogd hdaromszogben az atfogéhoz tartozé magassig hossza mértani
kozepe azon két szakasz hosszdnak, amelyekre a magassdg az 4tfogét osztja.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsanél a TBC és TAC haromszogek hasonlésdgat hasznéljuk.

%=% = m?=p-q = m=\p-ql

TETEL: Befogététel: Derékszogi haromszog befogéjanak hossza mértani kozepe az atfogé és a be-
fogd atfogdra esd merdleges vetiilete hosszanak.

BIZONYITAS: A tétel bizonyitdsdnal a TBC és az ABC haromszdgek hasonlésdgat hasznaljuk.

a_c a2=p-c = a=4p-cll
a

VII. Alkalmazasok:

* A kor keriiletének és teriiletének meghatdrozasat végezhetjiik a korbe, illetve a kor koré irt
szabdlyos sokszogek keriiletének, illetve teriiletének segitségével. Ez egyben 7 értékének
kozelitése.

* Aranymetszés ardnya = szabalyos 6tszog atldinak osztdsaranya

» Hegyesszogek szogfiiggvényeinek értelmezése derékszdgli haromszdgek hasonldsdgén ala-
pul.

* Hasonldésdgot haszndlnak a térképészetben, az épitészetben (tervek, makettek), az optikai
lencsék alkalmazésakor.

* Szakasz egyenld részekre osztdsa parhuzamos szelSk tételének segitségével torténik.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* Euklidesz Kr.e. 300 koriil élt gorog matematikus Elemek cimd miivében meghatarozta a geo-
metriai alapszekesztések axidmadit, egybevigdsdggal és hasonldsdggal kapcsolatos tételeket.
PI. hasonlé korszeletek teriiletei gy ardnylanak egymdshoz, mint hudrjaik négyzetei.
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* Thalész Kr.e. VI. szazadban élt az 6kori Gorogorszagban, kiszamolta az egyiptomi pirami-
sok magassdgat a hasonldsag segitségével:
Egy foldbe szirt bot segitségével mérte a piramisok magassagat: amikor a bot €s az drnyéka
egyenl$ hosszu, akkor a piramis drnyéka is egyenld a piramis magassidgaval, igy elegendd
csak a piramis arnyékét és alapjat megmérni, mert ezekbdl mér szdmolhat6 a piramis magas-
sdga:

AC AR AB A'B’
AB =AC =y+¢

AC _ AB - AC _AC _

C c

X = bot

45°

A x=damyek B Az
arnyék

* Az egybevagosag jelét (=) Leibniz (1646—1716) német matematikus vezette be.
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16. A kor és részei. Keriileti szog, kozépponti szog,
latoszog. Harnégyszogek, érinténégyszogek.

Vazlat:

I. Kor és részei (kor, korlap, korcikk, korgyird, korgytricikk, kdrszelet)

II. Keriileti, kozépponti szog, 1atészog, latokoriv, keriileti €s kozépponti szogek tétele, radidn
III. Hurnégyszog: definicid, tétel, teriilet (Heron-képlet)
IV. Erintc’inégyszbg: definicio, tétel, teriilet

V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas

I. Kor és részei

DEFINICIO: Azoknak a pontoknak a halmaza a sikon amelyeknek a sik egy adott O pontjatdl adott
r tdvolsagra (adott r tdvolsdgndl nem nagyobb / adott r tdvolsdgnal kisebb) vannak O kozép-
pontd, r sugard kornek (zart korlapnak / nyilt korlapnak) nevezziik.

A kor teriilete ¢ = 72, keriilete k = 2r7r.

DEFINICIO: A korvonal két kiilonbozd pontjat sszekots szakaszt hirnak nevezziik

DEFINICIO: A hir egyenesét szel6nek, a kbzépponton dthalad6 hidrt atmérdnek nevezziik. Az at-
méré a kor leghosszabb hirja, hossza: 2r.

TETEL: A kor
— kozéppontjan athaladé tetszbleges egyenesre nézve tengelyesen szimmetrikus
— kozéppontjdra nézve kozéppontosan szimmetrikus
— kozéppontja koriili forgatasra forgatasszimmetrikus

DEFINICIO: A korlapnak két sugér kozé esG darabja a korcikk.
DEFINICIO: Egy szeld éltal a korlapbdl lemetszett rész a korszelet.
DEFINICIO: Két kor koncentrikus, ha kézéppontjaik egybeesnek.
DEFINICIO: Két koncentrikus korvonal k6zé esé rész a korgytirti.

DEFINICIO: Ha egy szog csicsa a kor kozéppontja akkor a szoget kozépponti szognek nevezziik.
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koncentrikus (egykdzepd) kérok

<50,

~— KORiv

TETEL: Egy adott korben két kbzépponti szoghoz tartozé ivek hosszanak aranya, valamint a kor-
cikkek teriiletének aranya megegyezik a kozéppont szogek ardnyaval.

_la _lg

o _ o _
B ig 1p

TETEL: Egy korben o kozépponti szogl korcikk teriilete:

ly __a° T o - f a r2a

2 = = o, illetve 2-=—2= = f,=——,

r’m 360° “ 360° r’r 2w “ 2

a hozzatartozo iv hossza:

ia aO . 2]’71' o . ia & —_

——= = i, = -af, illetve A==—"— = t,=ra.

2rm - 360° *360° 2rm 2w «

TETEL: Egy korben o kozépponti szogli korcikk teriilete az ivhosszal kifejezve: ¢, = T“

TETEL: R és r hatdrol6 korgyfiri teriilete r = R>7 — 1.

200 r?-sina _r?

TETEL: Korszelet teriilete: ¢ = rT > 7(0? —sinq) .

I1. Kozépponti és keriileti szogek

DEFINICIO: Ha egy szog cstcsa egy adott kor kozéppontja, akkor a szoget kozépponti szognek
nevezziik, a sz0g szdrai két sugérra illeszkednek.

DEFINICIO: Ha egy szog csticsa egy adott korvonal egy pontja, szérai a kor hirjai, akkor a szoget
keriileti szognek nevezziik.
Specidlis: érintdszaru Keriileti szog: egyik szdra a kor hirja, masik szara a kor érintGje a hir
egyik végpontjdban.
A kozépponti szogek kapcsolatat egy koron beliil mar targyaltuk.
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TETEL: Kozépponti és Kkeriileti szogek tétele: Adott korben adott ivhez tartozé barmely keriileti
sz0g nagysaga fele az ugyanazon ivhez tartozé kézépponti szog nagysaganak.

BIZONYITAS: a kozépponti és a keriileti szogek helyzetének 4 esete van:
1. A kozépponti és a keriileti sz0g egy szdra egy egyenesbe esik.

>
(B

BOC haromszog egyenl§ szari OB=0C=r = OCB<=CBO<=0o = p=OBC héi-

s

romszog kiils§ szoge, ami egyenlé a nem mellette 1évS két belsd szog sszegével f=2a

B

= a=L [0
2

2. A kozépponti szog cstcsa a keriileti szog belsejébe esik: Hizzuk be az OC-re illeszkedd
atmérdt, mely az o szoget o és o, [ szoget B és B, részekre osztja.

>~

wé’bh

A BD, illetve AD {vekhez tartozo keriileti és kozépponti szogek elhelyezkedése az 1. eset-
nek megfeleld, tehat B; = 20 és B, = 2. Ebbdl kovetkezik, hogy

B=B1+B=204+20,=2(c; + ) =20 = (x:g_m

3. A kozépponti szog csticsa a keriileti szog szdgtartomanyan kiviil esik: Hizzuk be az OC-re
illeszkedd atmérét. Az o= o — o és B= P — B, Osszefiiggések irhatok fel a DB és a DA
ivekhez tartozé keriileti és kozépponti szogek elhelyezkedésére az 1. esetnek megfeleld,
tehdt B = 20y és B, = 20,. Ebbdl kovetkezik, hogy

B=B1—-B=201-20=2(0— ) =200 = o=

(Sl

.0
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4. Ha a keriileti szog érint&szard, akkor 3 eset van:
Jeldlje o az AB iven nyugvo érintdszéru kertiileti szog.

a) b) 2
db 180°
Q
LT s
A

o < 90° o =90°

a) 0° < ox < 90°. Ekkor
BAO¥ =ABO<=90°-a = AOB<=20=f = azg.D

b) x=90° = B=180° = oczg.D

¢) 90° < o < 180°. Ekkor
BAO¥=ABO¥=0—-90° = AOB<=180°-2(ax—90° =360°-2a =
B

B=20= azz.D

TETEL: Keriileti szogek tétele: adott kor adott ivéhet tartozo keriileti szogek egyenl$ nagysagiak
vagy adott kor adott AB hiirja az AB iv belsd pontjaibdl ugyanakkora szégben latszik.

TETEL: Altaldnosan: egyenld sugari korokben az azonos hossziisagi ivekhez tartozé keriileti sz6-
gek egyenld nagysaguak.

TETEL: Ebbdl megfogalmazhaté Thalész tétele és annak megforditasa: Azon pontok halmaza
sikon, amelyekbdl a sik egy AB szakasza derékszogben latszik, az AB atmérdjid korvonal, ki-
véve az A és a B pontokat.

DEFINICIO: Tekintsiink a sikon egy AB szakaszt és egy P pontot. Legyen APBX = o. Ekkor azt
mondhatjuk, hogy a P pontb6l az AB szakasz o szog alatt latszik. Az o szoget latészognek
nevezzik.

DEFINICIO: Azon pontok halmaza amelyekbdl a sik egy AB szakasza adott o (0° < o < 180°) szog
alatt latszik, két, az AB egyenesre szimmetrikusan elhelyezhet6 koriv, melynek neve az AB
szakasz o szogl latékorive. A szakasz két végpontja nem tartozik a ponthalmazba.

[

XN

[s+)

o =90°

0<a<90° 90°< o < 180°
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IT1. Harnégyszog

DEFINICIO: Azokat a négyszogeket, amelyeknek van koré irhaté koriik, hirnégyszogeknek nevez-
ziik. Ezzel ekvivalens: a hirnégyszog olyan négyszdg, amelynek oldalai ugyanannak a kor-
nek a hdrjai.

TETEL: Ha egy négyszog hirnégyszog, akkor szemkozti szogeinek dsszege 180°.

BIZONYITAS: Vegyiik fel egy ABCD hiirnégyszoget, és a koré irt kort. Legyen a négyszogben
DABX = a, BCDS = ¥.

D

\n .
A0 &
N
Ekkor  a C csicsot tartalmazé BD ivhez, ypedig az A csucsot tartalmazé DB {vhez tartoz6
keriileti szog. A keriileti és kozépponti szogek tételébdl kovetkez8en az ugyanezeken az
ivekhez tartoz6 kozépponti szogek nagysaga 2 o, illetve 2.

Ezek 0sszegérdl tudjuk, hogy 2o+ 2y=360°. Mivel a négyszdg belsé szdgeinek Osszege
360°, ezért a masik két szemkozti szog 0sszege is 180°.0]

TETEL: Ha egy négyszog szemkozti szogeinek dsszege 180°, akkor az hirnégyszog.

BIZONYITAS: indirekt
Tegyiik fel, hogy a szemkozti szogeinek osszege 180°, és a négyszdg nem hirnégyszog. Tehat
az egyik csucs (C) nem illeszkedik a mdsik harom &ltal meghatdrozott korre. Legyen P a DC
egyenesének és a kornek metszéspontja.
Legyen DABY = ¢, a feltétel szerint BCD< =180°— o« = BCP< = q.

D

| \ P
B
Ekkor ABPD négyszdg hurnégyszdg, amir6l mar beldttuk, hogy szemkozti szogeinek dsszege
180°, tehdt DPB< = 180° — o.. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a BPC haromszdg egyik
szoge (BCPY) o, egy masik (BPC<) pedig 180° — a. Ezek 0sszege a harmadik szog nélkiil is
180°, ami ellentmond a bels§ szogek Osszegére vonatkozd tételnek. Mivel helyesen
kovetkeztettiink, csak a kiindulési feltételben lehet a hiba, tehdt nem igaz, hogy C nincs a ko-

ron = C illeszkedik a korre. Ez viszont azt jelenti, hogy ABCD mindegyik csicsa ugyanazon
koron van = ABCD hirnégyszog. [

TETEL: Hirnégyszog-tétel: egy négyszog akkor és csak akkor hurnégyszog, ha szemkozti szogei-
nek 0sszege 180°.
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TETEL: A nevezetes négyszogek koziil biztosan hirnégyszog a szimmetrikus trapéz (hdrtrapéz),
a téglalap és a négyzet.

TETEL: A paralelogramma akkor és csak akkor hirnégyszog, ha téglalap.

TETEL: A hirnégyszog teriilete kifejezhetG a négyszog keriiletével és az oldalakkal: Ha s :g,

akkor = \/(s —a)(s—b)(s—c)(s—d) . Ez a Heron-képlet hirnégyszogekre.

IV. Erinténégyszog

DEFINICIO: Azokat a négyszogeket, amelyeknek van beirt koriik, érinténégyszogeknek nevezziik.
Ezzel ekvivalens: az érint6 négyszdg olyan négyszdg, amelynek az oldalai ugyanannak
a kornek érint6i.

TETEL: Ha egy konvex négyszog érinténégyszog, akkor szemkozti oldalainak dsszege egyenld.

z C

B

TETEL: Ha egy konvex négyszog szemkozti oldalainak dsszege egyenld, akkor az érinténégyszog.

TETEL: Erinténégyszog tétel: Egy konvex négyszog akkor és csak akkor érinténégyszdg, ha
szemkozti oldalainak 6sszege egyenld.

TETEL: A nevezetes négyszogek koziil biztosan érinténégyszog a deltoid, igy a rombusz és
a négyzet.

TETEL: A paralelogramma akkor és csak akkor érint6négyszog, ha rombusz.

TETEL: Erinténégyszog teriilete kifejezhetd a négyszog keriiletével, és a beirt kor sugardval:

_ker_

t
2

S-r.

V. Alkalmazasok:

» Ko6rhoz huzott érintd és szelszakaszok tételével egy szakaszt aranymetszésnek megfelelden
(a nagyobb rész és az egésznek az ardnya egyenld a kisebb rész és a nagyobb rész ardnyaval)
feloszthatunk.

» Korrel kapcsolatos ismeretek: Kormozgés, forgémozgés, épitészet (boltivek, romén és géti-
kus stilusu ablakok tervezése)
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Lat6szog: haromszog szerkesztésében (pl.: adott a, &, m, esetén haromszog szerkesztése),
terepfeladatokban, csillagaszatban, szinhazi nézGtéren a legjobb iilShely kivalasztisa, labda-
rigésban és kézilabddban a legjobb sz6gbdl valé kapuralovés helyének meghatdrozdsa

A kor teriilete, keriilete: térgeometriai szamitasok

Csonkakp, illetve csonkagila beirt gombjének sugar meghatdrozdsa megfeleld sikmetszettel
(pl. érintStrapéz)

Csonkakup koriilirt gobmbjének sugdr meghatdrozasa

Matematikatorténeti vonatkozasok:

A kor és részei kozotti viszonyok feltdrdsat mar az dkori gondolkodékndl megtaldlhatjuk.
Szamukra a kor a tokéletességet szimbolizélta, isteni eredetlinek tartottdk. Ma a matematika
szamos teriilete tamaszkodik az id6k folyaman felfedezett sszefiiggésekre.

Euklidesz Kr.e 300 koriil élt gorog matematikus Elemek cimii miivében meghatarozta a geo-
metriai alapszekesztések axidmait, a keriileti €s a kozépponti szogekkel kapcsolatos tételeket,
a hasonldsdggal kapcsolatos tételeket. Pl. hasonld korszeletek teriiletei igy ardnylanak egy-
madshoz, mint hirjaik négyzetei.

Heron Kr.e. I. szdzadban élt gérog matematikus, sikidomok teriiletének és testek térfogata-
nak kiszdmitasdval is foglalkozott. A haromszog teriiletét szamité Heron-képlet, amelynek
geometriai bizonyitasat adta, valészintileg Arkhimédész felfedezése.

Leonardo da Vinci (1452-1519) olasz fest§, matematikus szdmos festményében hasznélta
az aranymetszést, pl az egyik leghiresebb festményében, a Mona Lisa-ban tobb, mint szdz
aranymetszéses ardny taldlhato.
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17. Vektorok, vektormiiveletek. Vektorfelbontasi tétel.
Vektorok koordinatai. Skalaris szorzat.

Vazlat:

I. Vektor, vektor hossza, vektorok egyenldsége, parhuzamossaga
II. Vektormtiveletek, tulajdonsagaik
III. Vektorok felbontasa
IV. Vektorok koordinatéi
V. Skaléris szorzat
VI. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Vektor

Az eltolds, mint egybevigdsdgi transzformdcié megadhatd az eltolds irdnydval és nagysigaval,
vagyis egy vektorral.

Az irdnyitott szakaszt vektornak nevezziik. Jel: AB =v, A: kezdSpont, B: végpont (ez szemléletes
megoldds, a vektor alapfogalom, nem definialjuk).

V

DEFINICIO: A vektor abszoliit értéke a vektort meghatdroz6 irdnyitott szakasz hossza. Jele: | AB | .

DEFINICIO: Az a vektor amelynek abszoldt értéke nulla, nullvektor. Jele: 0. A nullvektor irdnya
tetszGleges, tehdt minden vektorra merdleges, és minden vektorral parhuzamos.

DEFINICIO: Két vektor egyiranyd, ha a két vektor parhuzamos, és azonos irdnyba mutat.

DEFINICIO: Két vektor ellentétes iranyu, ha a két vektor parhuzamos, de ellentétes irdnyba mutat.

DEFINICIO: Két vektor egyenld, ha egyirdnyiak és abszolut értékiik egyenld.

DEFINICIO: Két vektor egymads ellentettje, ha ellentétes irdnydak és abszolut értékiik egyenld.

I1. Vektormiiveletek

DEFINICIO: Az a és b vektorok osszege annak az eltoldsnak a vektora, amellyel helyettesithetd

s 7z

az a vektorral és a b vektorral torténd egymdsutanja. Jele: a+b.
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haromszog-szabaly paralelogramma-szabaly

Ellentett vektorok dsszege a nullvektor: a+(—a)=0.

Vektorosszeadas tulajdonsagai:
1. kommutativ: a+b=>b+a (6sszeg nem fiigg az 6sszeadandok sorrendjétdl).

2. asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c) (az 6sszeg fiiggetlen az Gsszeadanddk csoportositasatol).

DEFINICIO: Az a kiilonbségvektor az a vektor, amelyhez a b vektort adva az a vektort kap-

—b
juk. Jele: a—b.

oy
1
oy

Az a—b ésa b—a egymds ellentettjei.

DEFINICIO: Egy nullvektortdl kiilonbozd a vektor tetszSleges A valés szammal (skalarral) vett
szorzata egy olyan vektor, amelynek abszolut értéke | A || a | és A >0 esetén a-val egyira-
nyud, A < 0 esetén g -val ellentétes irdnyu.

A nullvektort barmilyen valés szdmmal szorozva nullvektort kapunk.
Skalarral vett szorzas tulajdonsagai:
a-at+f-a=(a+p)a
1. disztributiv: atfra=@+p)a
a-ata-b=o-(a+b)

2. asszociativ: o -(f-a)=(a-B)-a

II1. Vektorok felbontasa

DEFINICIO: TetszGleges a, b vektorokkal és o, B valds szdamokkal képzett v=o-a+ 3-b vektort
az a és b vektorok linearis kombinaci6janak nevezziik.

TETEL: Ha a és b nullvektortdl kiilonbozd parhuzamos vektorok, akkor pontosan egy olyan o va-
16s szdm 1étezik, amelyre b= -a.

TETEL: Ha a és b nullvektortdl kiilonbz8, nem parhuzamos vektorok, akkor a veliik egy sikban
levé minden ¢ vektor egyértelmiien el6all a és b vektorok linedris kombinacidjaként, azaz
c=a-a+ f3-b alakban, ahol «a és 8 egyértelmlen meghatarozott valés szamok. Ez azt je-

lenti, hogy ¢ egyértelmden felbonthaté a-val és b -vel parhuzamos osszetevikre.

DEFINICIO: A linedris kombindciéban szerepl a és b vektorokat bazisvektoroknak nevezziik.
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IV. Vektorok koordinatai

DEFINICIO: A sikbeli derékszogil (x; y) koordinéta-rendszer bazisvektorai az origdbdl az (1;0)
pontba mutaté i €s a (0; 1) pontba mutaté j egységvektorok.

DEFINICIO: A derékszogid koordindta-rendszerben az A(ay, ar) pont helyvektora az origébdl az
A pontba mutaté vektor.
yh

<
QL

DEFINICIO: A derékszogl koordindta-rendszerben egy vektor koordinatainak nevezziik az origd
kezd&pontu, vele egyenld helyvektor végpontjanak koordinatdit. Jele: a(a;,a,).

2z

TETEL: (Az elébbiek alapjan) a koordinatasik dsszes v vektora egyértelmden elGéll i és j vekto-
rok linedris kombindcidjaként vy =v,-i+v,-j alakban. Az igy meghatdrozott (v{, v,) rende-

zett szampart a v vektor koordinatainak nevezziik. Jele: v(v;,v,).

TETEL: Vektor koordindtdinak kiszdmitdsa kezdG- és végpontjdnak segitségével: A(aj, a),
B(by, b)) = AB(b,—ay,by —a,).

TETEL: Haa v vektor koordindtdi v(v;,v,), akkor a vektor hossza | v|=/v{ +v} .

Vektormiiveletek koordinatakkal:

Legyenek a(ay,a,) és b(b;,b,) adott vektorok.

TETEL: Két vektor dsszegének a koordinatai az egyes vektorok megfelelS koordinatdinak dssze-
gével egyenlSk: a+b(a; +b,a, +b,).

TETEL: Két vektor Kiilonbségének koordinitii az egyes vektorok megfeleld koordinatdinak
kiilonbségével egyenld: a—b(a; —b;,a, —b,) .

TETEL: Vektor szamszorosanak koordinatai: Aa(Aa;, 1a,).
TETEL: Vektor ellentettjének koordinatai: —a(—a;,—a,) .

TETEL: Ha egy vektort 90°-kal elforgatunk, koordinatéi felcserélédnek és az egyik elGjelet valt:
Az a(ay,a,) vektor +90°-os elforgatottjanak koordinatdi: a’(—a,,a;).
—90°-o0s elforgatottjanak koordindtdi: a’(a,,—ay).

V. Skalaris szorzat

DEFINICIO: Két vektor szoge:
» Egyillasu vektorok szoge 0° ha egyirdnytak; vagy 180°, ha ellentétes iranyudak.
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* Nem egyallasi vektorok esetén a vektorok hajlasszogén a kozos pontbdl kiindulé vekto-
rok félegyenesei dltal bezart konvex szoget értjiik.

b
b
7 a
a a

DEFINICIO: TetszGleges két vektor skaldris szorzata a két vektor abszolit értékének és hajlés-
szoglik koszinuszanak szorzata: a-b = | a | | b | -coso .

Skalaris szorzat tulajdonsagai:
1. kommutativ: a-b=b-a.
A-(a-b)=(A-a)-b=a-(A-b)

b
2. disztributiv: -
(@+b)-c=a-c+b-c

TETEL: Két vektor skaldris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merSleges egymadsra:
a-b=0 & alb.

TETEL: Két vektor skalaris szorzata koordinatakkal: a-b = a,b, + a,b, , azaz a megfelel§ koor-
dinétdk szorzatdnak Osszege.

BIZONYITAS:
alaj,ay) = a=aji+a,j
é(bl,bz) = Q:bli"l‘bzl

Q'bZ(Cllé+a21)'(blé+bzl)=a1b1i2 +a1b2i'l+a2bli'l+(12b212
g'z =1-1-cos0°=1
j*=1-1-cos0°=1

ij=j-i=1-1-c0s90°=0

= g-12=a1b1+a2b2u

VI. Alkalmazasok:

» vektorok bizonyitdsban: hdromszdg sidlypontja harmadolja a sdlyvonalakat; Euler-egyenes:
a haromszog koré irhaté kor kdozéppontja, silypontja, magassdgpontja egy egyenesen van €s

kS _1
SM2°

» szogfiiggvények tetszlleges forgdsszogre torténd definidldsa egységvektorok segitségével
torténik

* fizikdban vektormennyiségek (erd, elmozdulds) dsszeaddsaban, felbontdsdban, munka egyenld
az er6 és az elmozdulas skaldris szorzataval

* skaldris szorzat: koszinusztétel bizonyitdsa

* koordinitageometridban az egyenes normdlvektora, illetve irdnyvektora segitségével az
egyenes egyenletének felirdsa

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A vektor fogalma absztrakci6 tutjan alakult ki, haszndlata a matematikdban és a fizikdban
végigkiséri tanulmdnyainkat. El§szor az eltolds, mint geometriai transzformdcié kapcsén ta-
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nulmanyozzuk, ezalatt tapasztaljuk, hogy a vektormodellben valé gondolkodés segit a prob-
lémamegolddsban, fizikdban a jelenségek értelmezésében, pl. elmozdulds, erd, sebesség le-
frasdban, a munka jellemzésében.

* Descartes francia matematikus az 1600-as években alkotta meg a derékszogli koordindta-
rendszert, geometriai problémak megoldasakor sokszor alkalmazott algebrai médszereket. Irt
egy Geometria cimd konyvet, amelyben egy pont helyzetét két koordinétdjaval adjuk meg.

* Hamilton ir matematikus és csillagdsz hasznélta elszor a vektor elnevezést az 1800-as
években.
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18. Szakaszok és egyenesek a koordinatasikon.
Parhuzamos és meroéleges egyenesek.

Elsofoku egyenlotlenségek, egyenletrendszerek grafikus
megoldasa.

Vazlat:

I. Szakaszok a koordinétasikon: szakasz hossza, osztépontok
II. Az egyenest meghatiroz6 adatok
III. Az egyenes egyenletei
IV. Egyenesek parhuzamossaganak és merSlegességének feltételei
V. A linedris fliggvény grafikonjdnak és az egyenesnek kapcsolata
VI. Elséfoku egyenl6tlenségek grafikus megolddsa
VII. Els6foku egyenletrendszerek grafikus megolddsa
VIII. Alkalmazéasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Szakaszok a koordinatasikon: szakasz hossza, osztépontok

TETEL: A sikbeli derékszogl koordindtarendszerben az A(ay, ay) és B(by, by) végpontokkal meg-

hatdrozott szakasz hossza az AB hossza: |ﬁ3| = \/(bl —a,)? +(by, —a,)?, ami egyben az A és

B pontok tdvolsaga.

Szakasz osztépontjainak koordinétdi, ahol A(ay, ay) és B(by, by):

- ) Py + +
TETEL: Szakasz felez6pontjanak koordinatai F [al—bl;az—sz.

2
BIZONYiTAS: AF =222 — fo,4228_2%0
2 = - 2 2
"N Aeia)
a Fix; )
7
b B(by; by)
0 X

99



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017

MOZAIK KIADO

H 2a,+b; 2a, +b2J
3 7 3
TETEL: Szakasz harmadolépontjainak koordinatai )
G al +2bl . a2 +2b2
37 3
BIZONYITAS:
o -3 - 3 3 .
——_ 2AB__ 2(b-a)_a+2b
g§=a a+=3—=4 3 3
Afay; ay) y
Hi(x1; 1)
Ha(Xa; ¥2)

oy

B(by; by)

TETEL: Az AB szakaszt p : g ardnyban 0szt6 pont koordinatéi: R(

pt+q
BIZONYITAS:
M;B:ﬁ:L.E:L.@_g)
RB ¢ pPtq pP+q
EIGQ:[:(‘)Z+ZI~?=Q+ P ‘(b-a) =
r+q
OR=3r*+@+plb=a) _patqa+tpb-pa_qa+pb
p+q p+q p+q
Alas; ay) ’
a4; 0y, ﬁ )
R ) -
P g -
p+q T - (by; by)
E

=l

(=)
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I1. Egyenest meghatarozo6 adatok

Egy egyenest a sikban egyértelmtien meghatdrozhatunk 2 pontja, vagy egy pontja és egy, az allasat
jellemz§ adata segitségével. Ilyen, az egyenes allasat jellemz$ adat: az egyenes irdnyvektora, nor-
malvektora, irdnyszdge, irdnytangense.

DEFINICIO: Az egyenes iranyvektora barmely, az egyenessel parhuzamos, nullvektortdl kiilonbo-
z6 vektor. Jele: v(vi;v,) .

DEFINICIO: Az egyenes normalvektora barmely, az egyenesre merGleges, nullvektort6l kiilonbo-
z6 vektor. Jele: n(A; B).

r

> szoget, amelyet az egyenes az

DEFINICIO: Az egyenes iranyszogének nevezziik azt a —% <o <
x tengely pozitiv irdnyédval bezar.

DEFINICIO: Az egyenes irdnyszogének tangensét (amennyiben létezik) az egyenes iranytangensé-
nek (iranytényezgjének vagy meredekségének) nevezziik. Jele: m =tgo. Az o =%= 90°
irdnyszogd, vagyis az y tengellyel parhuzamos egyenesnek nincs irdnytangense.

f f
y e @ y y

V(vg; V)

Osszefiiggések az egyenes allisat meghatarozo adatok kozott:
* ha az egyenes egy irdanyvektora v(v;;v,), akkor normdlvektora lehet n(-v,;v;) vagy

. . v . . £ < . o
n(vy;—vy), illetve meredeksége m = -2 = tgor, ebbdl felirhaté az o iranyszog is.
Y1

* ha az egyenes egy normalvektora n(A;B), akkor iranyvektora lehet v(—B;A) vagy
v(B;—A); illetve meredeksége m = —% (B #0) =tga, ebbdl felirhatd az « irdnyszog is.

* ha az egyenes meredeksége m, akkor ebbdl irdnyszoge o = arctgm, irdnyvektora lehet:
v(l; m) , normdlvektora n(-m;1) vagy n(m;-1).

* ha az egyenes iranyszoge «, akkor meredeksége m = tga. Ebbdl irdnyvektor és normélvek-
tor is meghatarozhaté. Ha o = 90°, akkor m nem létezik, de v(0;1), illetve n(1;0).

Osszefiiggés az egyenes két adott pontja és az egyenes allasit meghatirozé adatok kozott:
Ha az egyenes két kiillonboz6 pontja A(ay; ay) és B(by; by), akkor AB lehet az egyenes egy irdny-

vektora: v(b; —ay;by, —a,) egy normdlvektora n(a, —b,;b, —a;) vagy n(b, —a,;a; —b;), mere-

—a 2 . Leoz o
-2 "2 . ebbdl felirhatd irdnyszoge is: o = arctgm.
1~ 4

deksége m =
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II1. Az egyenes egyenletei

DEFINICIO: Egy alakzat egyenletén, a sikbeli xy koordinéta-rendszerben, olyan egyenletet értiink,
melyet az alakzat pontjainak koordinétéi kielégitenek, de mas sikbeli pontok nem.

TETEL: Ha egy egyenesnek adott a Py(xq; yo) pontja €s egy n(A; B) normdlvektora, akkor az egye-
nes normalvektoros egyenlete: Ax + By = Axg + By.

BIZONYITAS: Egy P(x; y) pont akkor és csak akkor van rajta az e egyenesen, ha a ﬁ vektor
mer6leges az egyenes n(A; B) normdlvektordra.
Ha P, pont helyvektorat r,, a P pont helyvektordt a r jeldli, akkor ﬁ=[— o
koordinatdkkal ﬁ =(Xx—X0;Y =) -

y e

J

FyP akkor és csak akkor merdleges az egyenes normalvektorara, ha skaldris szorzatuk 0,

azaz ﬁ -n=0, vagyis (x —xg) - A+ (y —y9) - B=0, rendezve Ax + By = Axy + By,.Ll

TETEL: Ha egy egyenesnek adott a Py(xo; yo) pontja és egy v(v;;v,) irdnyvektora, akkor az egye-
nes iranyvektoros egyenlete: vox — vy = voxg — v Yp.

BIZONYITAS: Ha v(v;;v,) irdnyvektor, akkor n(v,;—v,) egy normdlvektor. Ezt helyettesitve
(A =vy; B=-v1) anormélvektoros egyenletbe, kész a bizonyités.[|

TETEL: Ha adott az y tengellyel nem parhuzamos egyenes egy Py(xo; yo) pontja és m irdnytangen-
se, akkor iranytényezds egyenlete y — yo = m - (x — xo).

BIZONYITAS: Ha m irdnytényezd, akkor v(1;m) irdnyvektor, vagyis n(m;—1) normélvektor. Ezt
behelyettesitve (A =m; B =—1) a normdlvektoros egyenletbe mx —y=mxy—yo & y—yy =
=mx—mxog = y—yg=m- (x —xg).ll

TETEL: Az y tengellyel parhuzamos, Py(xy; yo) ponton dtmend egyenes egyenlete: x = xj.

DEFINICIO: Két egyenes metszéspontja (ha 1étezik) egy olyan pont, amely illeszkedik mindkét
egyenesre.
A metszéspont koordinétdi a két egyenes egyenletébdl all6 egyenletrendszer megoldésai.

DEFINICIO: Két egyenes hajlasszoge visszavezethets irdnyvektoraik vagy normélvektoraik szogére.
n,-n

Két vektor szogét skalaris szorzattal szadmolhatjuk ki: cos<p=| _e| |_ |, vagy
Ee : Ef
‘_)e‘_}f
COSQ = T———.
v [ v |
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IV. Két egyenes meroélegessége és parhuzamossaga:
Legyen két egyenes e ¢s f, iranyvektoraik v, és v, normélvektoraik: n, és n,, irdnyszogeik o,

€s oy, irdnytangenseik m, €s my (ha l€teznek)
celfe v, ||\_/f, azaz van olyan A (# 0) valés szdm, hogy v, =4-v,, vagy

n,ln,, azaz van olyan A (# 0) val6s szdm, hogy n, =A4-n,, vagy

O, = O, vagy
me = my.

celfe v, vy, azazy, v, =0, vagy
n,ns azaz n,-n, =0, vagy
ﬂe:/l'Zf (/1?50), vagy
v, =A-n, (A#0), vagy

me - ny= —-1.

V. Elséfoku egyenlétlenségek

DEFINICIO: Elséfoku egyismeretlenes egyenlétlenségek ax + b > 0 (a # 0) alakba hozhat6ak.

Ha a > 0, akkor x>—é Ha a < 0, akkor x<—é
a a

A y=mx+b y

<

y =ox+b

Q|
o
>

Ql o,
=)
>

Megengedett az egyenlGség is, igy természetesen a megoldasban is.

DEFINICIO: Elséfoki kétismeretlenes egyenlétlenségek ax + by + ¢ > 0 (a # 0) alakba hozhatdak.

Ha b > 0, akkor Ha b < 0, akkor Ha b = 0, akkor
y> —%x —% y< —%x —% ax + ¢ > 0. (egyismeretlenes)
y y a<0
a>0 a ¢
_a,.¢ y=- x-4
y=-2x-C h b" b
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VI. Alkalmazasok:

* Adott tulajdonsigu ponthalmazok keresése, ha elemi mddszerrel nem boldogulunk.
» Kétismeretlenes egyenlGtlenségrendszer megoldasa

Pl.:
Dxty<l y<2x+1
Ix+2y<12bx,yeZ = y<—%x+6 X,yeZ
x+2y>5 x 5
y>—=+=
2 2
\ y \ y \ y
=2x+1 =2x+1 =2x+1
yl<2x +1 = - y>_%+,
"2 e {272
X X X
y<—%+—6
y=-2%16 y=-%416 y=-%46
Va N r4 N = N
/ / /
\ y
A harom teriilet metszete: =2x+1
AlAiH
(2;2)
X
yr-3 46
(3 N
/

P(2; 2) az egyetlen megfelel$ pont = x =2,y =2.
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* A linedris programozas (egyes folyamatok leggazdasidgosabb megszervezésének modszere)
bizonyos linedris egyenlStlenségrendszerek megolddsdval és ennek feltételeivel foglalkozik.

* Elemi geometriai problémdk egyszeriibb megolddsa. Pl.: a hdromszdg magassdgvonalai egy
pontban metszik egymadst. Eddig ezt geometriai médon bizonyitottuk, koordinata-geometriai
ismeretekkel beldthatjuk algebrai médszerekkel. Célszer(i A(a; 0), B(b; 0) C(cy; c,) helyzetbe

illeszteni a haromszoget, azaz az x tengelyre felvenni a haromszog két csicspontjat.
» Egyenletes mozgdsok ut-id§ grafikonja mindig egyenes (szakasz); a mozgasok vizsgélatakor
a mozgds palydjanak ismeretében informacidkat kaphatunk a mozgasrol:

S

~

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A koordinita-geometria (analitikus geometria) alapvetd jellemzdje, hogy geometriai problé-
madkat, feladatokat algebrai médszerekkel, a koordindta-rendszer segitségével targyalja és
oldja meg. A geometridnak ez a megkozelitése eldszor Apolloniusz kipszeletekrdl irt kony-
vében jelenik meg Kr.e. 3. szdzadban.

* Ptolemaiosz (Kr.e. kb .150) a Fold egy pontjanak helyét a mai foldrajzi szélességnek és
hosszisdgnak megfeleld adatokkal hatdrozta meg, tehdt gombi koordinétdkat hasznalt.

* Descartes 1637-ben megjelent Geometria c. konyvét tekintjiikk az els§ koordinatageometriai
minek, ebben mér kovetkezetesen haszndlja az tdjkori matematikai jeldléseket. Ebben
a konyvében aritmetizélta az Euklideszi geometriat: Descartes kozéppontba éllitja az origét,
a centrumot, és a belSle sugdrz6 alapirdnyokat, azaz a vertikdlis €s a horizontélis tengelyt.
A descartes-i koordinatarendszernek kdszonhetSen a gorbék leirhatok egyenlettel.

* A koordinéta sz6 az 1700-as évek elejétdl Leibniz német matematikustél szarmazik.
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19. A kor és a parabola a koordinatasikon.
Kor és egyenes, parabola és egyenes kolcsonos helyzete.
Masodfoki egyenldtlenségek grafikus megoldasa.

Vazlat:

I. Kor definicidja, egyenlete
II. Parabola definicidja, egyenletei
III. Kor és egyenes kolesonds helyzete
IV. Parabola és egyenes kolcsonos helyzete
V. Misodfoku egyenl6tlenségek
VI. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozdsok

Kidolgozas
I. Kor és egyenlete

DEFINICIO: A Kkor azon pontok halmaza a sikon, amelyek egy adott ponttdl adott tdvolsdgra van-
nak. Az adott pontot a kor kozéppontjanak, az adott tdvolsdgot a kor sugardnak nevezziik.
Tehat a kort a sikon egyértelmtien meghatarozza a kozéppontja és sugara.

TETEL: A C(u; v) kozéppontd, r sugari kor egyenlete (x — u)> + (y — v)> = 1°.

BIZONYITAS: A P(x;y) pont akkor és csak akkor van a koron, ha CP tavolsdg éppen r, azaz
CP=r.

0 X

CP=\(x—u)? +(y-v)? =r = mivel mindkét oldal nemnegativ, négyzetre emeléssel ek-

vivalens kifejezéshez jutunk: (x — u)> + (y — v)* = %, amit a kor pontjai kielégitenek, de mas

pontok nem. [
A Kkor egyenlete kétismeretlenes masodfoku egyenlet, hiszen az egyenlete:

Y =2ux—2vy+ut +v* -1 =0
alakra hozhatd, azaz atalakithato:
¥+ +Ax+By+C=0
alakura, ahol A, B, C olyan valés szdmok, amelyekre A2+ B2-4C>0.
Ekkor a kor kézéppontjanak koordinétdira:
2u=A = uz—g; -2v=B = v=—§;

illetve
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2 2 2.p2 2,.R2_
w+vi-r=C => A—+B——r2=C = r2=—A +B -C = r2=—A +B°-4C =
4 4 4 4
. :\/AZ +B2-4C _JA2+B2-4C
4 2 '
. .. 7z . 2 2_ pe 7 . .
Azaz a kor kozéppontja C (—%;—g) , sugara r = —“A+§4C Ebbdl lathatjuk, hogy nem min-

den x? + y? + Ax + By + C = 0 egyenlet kor egyenlete.

I1. Parabola és egyenletei

DEFINICIO: A parabola azon pontok halmaza a sikon, amelyek a sik egy v egyenesétdl és az egye-
nesre nem illeszkedd F ponttdl egyenld tdvolsdgra vannak.
Az adott egyenes a parabola vezéregyenese (direktrixe), az adott pont a parabola féokusz-
pontja.

A vezéregyenes és a fokuszpont tavolsaga a parabola paramétere (p > 0).
A fékuszpontra illeszked§ €s a vezéregyenesre merdleges egyenes a parabola szimmetriaten-
gelye, roviden tengelye (7).

A parabola tengelyen 1évS pontja a parabola tengelypontja (7). A tengelypont felezi a f6-
kusz és a vezéregyenes tavolsagat.

TETEL: Az F (O; g) fokuszponti y = —g vezéregyenesi parabola egyenlete: y = %xz .
p

Ez azt is jelenti, hogy a parabola tengelypontja 7(0; 0), paramétere p (és a fokusza a tengely-

pont felett van, azaz a parabola ,,pozitiv” 4llast), ekkor a parabola egyenlete y = %xz .

BIZONYITAS:

A vezéregyenes egyenlete: y = —g . Egy sikbeli P pont akkor és csak akkor illeszkedik a pa-

raboldra, ha a parabola fékuszatdl és vezéregyenesétdl egyenls tdvolsdgra van. A P pont és
a vezéregyenes tavolsdga egyenld a PQ tavolsdggal, ahol Q a P pont merdGleges vetiilete a v

vezéregyenesen, ezért Q(x; —g) .
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PQ=\/(x—X)2 +(y+§)2 =\/(y+§)2
2 2
PF:\/(x—0)2+(y—§) :\/x2+(y—§)

o] = e+(o-2)

Mivel mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens egyenletet ad:

2 2
eg) —el=)
2

2
y2+py+p7=x2+y2—py+p7

azaz

2py =x> = (mivel p>0): y =2LX2 (origd tengelyponti F (0;%) fokuszpontid parabola
p

tengelyponti egyenlete). [

TETEL: A p paraméterd T(u, v) tengelypontud paraboldk tengelyponti egyenlete és jellemzsik:

1 2 1 2
y= e +v Y= emw?

Minden masodfoku fiiggvény grafikonja az y tengellyel parhuzamos tengelyd parabola, és minden
y tengellyel parhuzamos tengely( parabola valamelyik masodfoku fiiggvény grafikonja.

= fix)=a-x*>+b-x+c=y teljes négyzetté alakitva 4talakithaté y = izL(x —u)? +v alakba.
p
< Minden y= i%(x—u)Q +v parabola esetén zardjelfelbontds, 6sszevonds utdn megkaphatd az
p

y=a-x>+b-x+calak.
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III. Kor és egyenes kolcsonos helyzete

Egy sikban egy kornek és egy egyenesnek haromféle helyzete lehet: nincs kozos pontjuk, egy
kozos pontjuk van (az egyenes érinti a kort), két k6zos pontjuk van (az egyenes metszi a kort).

e
e E ",
k
<::::::::> \§iiiII|||Iii\ My
e

enk=9 enk=E enk={My; My}

Egy kor és egy egyenes kozos pontjainak a meghatarozasa az egyenleteikbdl 4ll6 egyenletrend-
szer megoldasaval torténik a kovetkezd mddon:

Az egyenes egyenletébdl kifejezziik az egyik ismeretlent, és azt a kor egyenletébe behelyettesitjiik.
Igy egy masodfokii egyismeretlenes egyenletet kapunk.

Az egyenlet diszkrimindnsa hatdrozza meg a kozos pontok szamét. Ha D > 0, akkor az egyenletnek
2 megolddsa van, vagyis az egyenes metszi a kort. Ha D = 0, akkor az egyenletnek egy megolddsa
van, vagyis az egyenes érinti a kort. Ha D < 0, akkor az egyenletnek nincs megoldésa, vagyis az
egyenesnek és a kornek nincs kozds pontja.

IV. Parabola és egyenes kolcsonos helyzete

Parabola és egyenes kozos pontjainak a szama lehet 2, 1, 0.

p p p p
e
vagy
e
2 kozos pont 1 kozds pont 0 kozos pont

Az a tény, hogy a parabolanak és az egyenesnek egy k6z0s pontja van, nem jelenti azt, hogy az egyenes
érintGje a paraboldnak, mert az is lehetséges, hogy az egyenes parhuzamos a parabola tengelyével.

DEFINICIO: A parabola érintGje olyan egyenes, melynek egy kozos pontja van a paraboldval és
nem parhuzamos a parabola tengelyével.

Parabola és érintgjének meghatarozasa kétféle moédon:

* Az egyenes egyenletét egy paraméterrel felirva (célszeri paraméternek az m meredekséget
valasztani), ilyenkor is figyelni kell, hogy m ne a tengellyel parhuzamos egyenesre utaljon.
Olyan m értéket keresiink, amely az egyenesre felirt els6fokd, paraméteres, kétismeretlenes
egyenletnek, vagyis egyenletrendszernek pontosan egy megoldédspdrjat adja.

A megoldds mddja pl. a parabola egyenletébdl behelyettesitiink az egyenes egyenletébe
(vagy forditva), ekkor egy paraméteres, egyismeretlenes, masodfoku egyenletet kapunk.

Az egyenes akkor €s csak akkor érinti a parabolét, ha az egyenlet diszkriminansa 0. Az igy
kapott (4ltaldban m-re nézve mdasodfokud) egyenlet valés megolddsai (ha léteznek) adjék
a kérdéses érint6k meredekségét, amibdl egyenletiik mar felirhato.

» Az y tengellyel parhuzamos tengelyi parabola érint§jének meredeksége a parabola egyenle-
t€bdl kaphaté masodfoku fiiggvény derivaltjabdl hatarozhaté meg (ez jéval gyorsabb és egy-
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szeriibb az el6z6 modszernél).

Az y tengellyel nem parhuzamos tengely(, vagyis az x tengellyel parhuzamos tengely( para-
bola érintGjének meredeksége a parabola egyenletébdl kaphatd gyokfiiggvény (figyelni kell,
hogy melyik 4git nézziik) derivaltjabdl hatdrozhaté6 meg (ez bonyolultabb, nagyobb odafi-
gyelést kivan az el§z6 mdodszernél).

V. Masodfoki egyenldtlenségek

DEFINICIO: Egyenldtlenségril beszéliink, ha algebrai kifejezéseket a <, >, <, > jelek valamelyiké-
vel kapcsoljuk Ossze. Ha ezek a kifejezések masodfokuak, akkor masodfokii egyenlétlen-
ségrdl beszéliink.

Az egyenlétlenségek megoldasi médszerei hasonldak az egyenletek megoldasi médszereihez:

1. A mérlegelv alkalmazasandl az egyik eltérés a negativ értékkel val6 szorzds, illetve osztds,
mert ekkor az egyenlStlenség irdnya megvéltozik. Ezért el kell keriilni az ismeretlent tartal-
mazo kifejezéssel torténd szorzdst, osztast. Ehelyett O-ra rendezés utin elGjelvizsgélatot kell
végezni, amit célszerd grafikusan megoldani. Masik eltérés a két oldal reciprokanak vétele-
kor all fenn. Mindkét oldal reciprokat véve, ha az egyenlStlenség mindkét oldalan negativ ki-
fejezés all, akkor a reldci6 irdnya megvaltozik, kiilénben a rel4cié nem véltozik.

2. Grafikus megoldas: A mésodfoki egyenlGtlenségek megoldasandl fontos szerepet jétszik,
hogy az egyenl6tlenségekben szerepld masodfokd kifejezések grafikonja a koordinata-
rendszerben parabola. A mésodfoku egyenlet megolddsdhoz hasonléan O-ra rendeziink gy,
hogy a fdegyiitthaté pozitiv legyen, tehat a > 0. Ekkor ax?+bx + ¢ >0, ax®> + bx +c¢ >0,
ax® + bx + ¢ <0 vagy ax® + bx + ¢ < 0 alaki minden mésodfoki egyenlétlenség.

Ha a bal oldalon 4116 kifejezés dltal meghatarozott fiiggvényt (f(x) = ax> + bx + ¢) dbrazoljuk,
akkor, mivel a értéke pozitiv, ezért feliil nyitott, pozitiv allasi parabolat kapunk. Az egyen-
16tlenség megoldédsa ekkor egyenértékd az fix) =0, fix) <0, fix) >0, illetve fix) <0 vizsga-
lattal.

Ehhez el&szor hatarozzuk meg az f(x) fiiggvény zérushelyeit:

* Ha két zérushely van, x; és x, (ahol x, < x;), akkor lehetdségeink az f(x) fliggvény elGjelé-

re (flxy) = fxp) = 0):

Egyenlétlenség Megoldashalmaz
ax®> +bx+c>0 X € o0, x5] U [xy, oof
ax*+bx+c¢>0 X € ]—o0, x5[ U Jxyq, oo[
ax* +bx+c¢<0 X €[x7, x1]
axt+bx+c<0 X € xy, xq[

Azaz, ha = helyett >, < helyett < szerepel csak, akkor megolddsunkban a zart intervallum-
végeket nyitottra cseréljiik.
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* Ha egy zérushely van, x;, akkor lehet&ségeink az f(x) fiiggvény elGjelére (f{x;) = 0):

Egyenlétlenség Megoldashalmaz
ax> +bx+¢>0 xeR

ax’> +bx+¢>0 xeR\ {x;}
ax®> +bx+¢<0 X=X
ax*+bx+c<0 xe{}

MOZAIK KIADO

 Ha 0 zérushely van, akkor f(x) mindeniitt pozitiv:

@
X
Egyenlétlenség Megoldashalmaz
ax> +bx+¢>0 xeR
ax®> +bx+c¢>0 xeR
ax’> +bx+c¢<0 xe{}
ax>* +bx+c¢<0 xe{}

V1. Alkalmazasok:

Koordinatageometria segitségével elemi geometriai feladatok algebrai tton oldhaték meg:
* Adott tulajdonsagti ponthalmaz keresése: Mi azon P pontok halmaza, amelyekre adott A, B
. PA _1
esetén —==17
PB 3
(Apolléniosz-kor)
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» Kor teriiletének meghatdrozasa integraldssal (kell hozza az integrdlandé fiiggvény)
r
2
2+y?=r2 = y=\Jr’-x> => T =j.\/r2 —x2dx =_r47z
0

y

* A parabolaantenna mikddésének lényege a parabola és fokuszdnak tulajdonsdgdval magya-
razhat6: a tengellyel parhuzamosan beesé jel a fékuszon keresztiil verédik vissza.

d

* Mesterséges égitestek palydja az ugynevezett szokési sebesség esetén parabola.

* Sz¢Elséérték-feladatok megoldésa.

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* Mir a Kr.e. 3. szdzadban €It nagy gorog matematikus, Apolléniusz is foglalkozott a kiipsze-
letekkel: a korrel, az ellipszissel, a paraboldval és a hiperboldval. 8 kotetes miivének Oridsi
hatésa volt a késébbi korok matematikusaira (Arkhimédész-re, Descartes-ra, Fermat-ra). Az
6 munkdssagitdl fiiggetleniil el6szor Euler irt a kipszeletekrdl 1748-ban.

* Fermat (1601-1665) francia matematikus Descartes elStt megalkotta a koordinatak médsze-
rét, megkereste az egyenes és a kupszeletek egyenletét. Viszont kutatdsa nem volt hatdssal az
analitikus geometria fejlédésére, ugyanis gondolatait csak levelezGpartnereivel osztotta meg.

* Descartes 1637-ben megjelent Geometria c. konyvét tekintjiik az elsé koordindtageometriai
miinek, ebben mar kovetkezetesen haszndlja az tjkori matematikai jeldléseket. Ebben
a konyvében aritmetizalta az Euklideszi geometriat: Descartes kozéppontba allitja az origét,
a centrumot, és a belble sugdrzé alapirdnyokat, azaz a vertikdlis és a horizontdlis tengelyt.
A descartes-1 koordinatarendszernek kdszonhetSen a gorbék leirhatok egyenlettel.

* Euler (1707-1783) svdjci szdrmazdsi matematikus a kupszeletekrdl végzett kutatdsaiban
elsGként haladta meg Apolldniusz 4ltal megéllapitottakat. Az analitikus geometria keretében
szinte egymaga alkotta meg a ma hasznalatos trigonometriat.
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20. Térelemek tavolsaga és szoge. Térbeli alakzatok.
Felszin- és térfogatszamitas.

Vazlat:

I. Térelemek, ezek illeszkedése, parhuzamossaga, szoge, tdvolsiga
II. Térbeli alakzatok: testek csoportositasa

III. Testek felszine

IV. Testek térfogata

V. Testek felszine, térfogata képletekkel

VI. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

I. Térelemek

Pont, egyenes, sik — alapfogalmak, nem definidljuk Gket, hanem a szemléletbdl kialakult jelenté-
siikre hagyatkozunk.

DEFINICIO: Két térelem illeszkedd, ha egyik részhalmaza a mdsiknak.
DEFINICIO: Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak és nem metszik egymast.
DEFINICIO: Egyenes és sik, illetve 2 sik parhuzamos, ha nincs k6zos pontjuk.

DEFINICIO: Egy egyenest egy rd illeszkedd pont két félegyenesre oszt, ez a pont mindkét félegye-
nes kezddpontja.

DEFINICIO: Egy sikban két, azonos pontbdl kiindulé félegyenest és az dltaluk meghatdrozott bér-
melyik sikrészt szognek nevezziik. A k6zos kezdGpont a szog csticspontja, a két félegyenes
a sz0g szdrai, a sikrész a szogtartomdny.

DEFINICIO: Illeszkedd vagy parhuzamos térelemek szoge 0°.

DEFINICIO: Két metsz$ egyenes 4 szoget alkot, ezek koziil 2-2 egyenlS. Ha a két egyenes nem
merdleges egymdsra, akkor a két egyenes hajlasszoge a kétfajta szog koziil a kisebbik.
Ha a két egyenes merdleges egymasra, akkor a hajldsszogiik derékszog. Eszerint két metszd
egyenes hajlasszoge 90°-nal nem nagyobb.

DEFINICIO: Két egyenes kitérd, ha nincsenek egy sikban.

2

DEFINICIO: Két Kitérd egyenes hajlasszoge egyenld a tér egy tetszSleges pontjan dtmend €s az
adott egyenesekkel parhuzamos egyenesek hajlasszogével. Ez a sz6g a pont megvalasztisatol
fliggetlen.

TETEL: Egy, a sikot metsz§ egyenes merdleges a sikra, ha merGleges a sik minden egyenesére
(sikra merdéleges egyenes tétele).
Definici6 szerint egy egyenes merdleges a sikra, ha meréleges a sik minden olyan egyenesé-
re, amely dtmegy az egyenes és a sik metszéspontjan.
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DEFINICIO: Ha az e egyenes nem merdleges a sikra, akkor az egyenes merdleges vetiilete a sikon
szintén egyenes (e’). Ebben az esetben az egyenes és a sik hajlasszogén az egyenes és a ve-
tiilete hajlasszogét értjiik. Ez a szog a legkisebb az egyenes és a sik egyenesei altal bezart
szogek kozott.

DEFINICIO: Ha két sik nem parhuzamos egyméssal, akkor metszésvonaluk egy pontjaban mindkét
sikban merélegest allitunk a metszésvonalra. A két sik hajlasszoge e két egyenes hajlasszo-
gével egyenld. Ez a szog a pont megvalasztasatol fiiggetlen.

DEFINICIO: Két illeszkedS vagy metszG térelem tavolsaga 0.
DEFINICIO: Két pont tavolsaga a pontokat 6sszekotd szakasz hossza.

DEFINICIO: Pont és egyenes tavolsaga a pontbdl az egyenesre bocsatott merdleges szakasz hosz-
sza.

DEFINICIO: Pont és sik tavolsaga a pontbdl a sikra bocsatott merGleges szakasz hossza.

DEFINICIO: Parhuzamos egyenesek tavolsaga: barmelyik egyenes egy tetszSleges pontjanak té-
volsdga a masik egyenestdl, azaz a két egyenest 6sszekotd, mindkettére merdleges szakasz
hossza.

P
[/

o f
Q

d(e;f)=d(P;f)=d(Q;e)=PQ

DEFINICIO: Két kitérd egyenes tavolsaga az Gket dsszekotd, mindkettére merGleges szakasz hossza.
Azt az egyenest, mely mindig létezik és egyértelmi és amely mindkét kitér§ egyenesre me-

réleges, a két egyenes normaltranszverzalisinak nevezziik. Igy két kitér§ egyenes tavolsiga
normdltranszverzalisuk kozéjiik es6 részének hossza.
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DEFINICIO: Egyenes és vele parhuzamos sik tavolsaga az egyenes egy tetszGleges pontjanak
a siktdl val6 tavolsagaval egyenld, azaz az egyenes barmely pontjabdl a sikra bocsatott me-
r6leges szakasz hosszdval egyenld.

DEFINICIO: Két parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egy tetszGleges pontjanak a masiktdl vett
tdvolsdga, azaz barmelyik sik egy tetszSleges pontjdbdl a masik sikra bocsatott merdSleges
szakasz hossza.

I1. Térbeli alakzatok

DEFINICIO: A térnek véges feliiletekkel hatdrolt részét testnek nevezziik.
DEFINICIO: A sokszoglapokkal hatérolt testek a poliéderek.

DEFINICIO: A szabalyos testek olyan poliéderek, amelynek lapjai egybevagé szabalyos sokszo-
gek, valamennyi lapszogiik és élszogiik egyenld.

O <P &

tetraéder oktaéder ikozaéder

F

hexaéder (kocka) dodekaéder

DEFINICIO: Hengerszerii testek: egy sikidom keriiletén levs pontokon keresztiil parhuzamosokat
hizunk egy, a sikidom sikjdval nem parhuzamos egyenessel. Az igy kapott paléstfeliiletet az
eredeti sikidom sikjaval és egy vele parhuzamos sikkal elmetsziink. A kapott véges test
a hengerszerd test. Ha a test alaplapja sokszog, akkor hasabnak, ha kor, hengernek nevez-
ziik.

Ha a parhuzamos egyenesek merSlegesek az alaplap sikjdra, akkor a testet egyenes henger-
szerii testnek, kiilonben ferde hengerszerii testnek nevezziik.
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DEFINICIO: Kipszerii testek: egy sikidom keriiletén levé pontokon keresztiil egyeneseket hiizunk
egy, a sikidom sikjira nem illeszkedd ponton keresztiil. A kapott véges test a kipszerd test.
Ha a test alaplapja sokszog, akkor gilanak, ha kor, kiipnak nevezziik.
Ha a kip minden alkotdja (az egyeneseknek az adott pont és a sikidom kozti szakasza)
egyenl§ hosszi, akkor egyenes kipszer( testnek, kiilonben ferde kipszer( testnek nevezziik.
Csonkakupszerii testek: ha egy kiipszer( testet az alaplapjaval parhuzamos sikkal elmet-
sziink, akkor a két parhuzamos sik kozti testet csonkakupszerd testnek nevezziik. Ha a test
alaplapja sokszog, akkor csonkagilanak, ha kor, csonkakiipnak nevezziik.

DEFINICIO: Gombfeliilet: egy adott ponttdl egyenld tdvolsdgra levé pontok halmaza a térben.
Gombot kapunk, ha egy kort valamelyik atmérdje mentén megforgatunk.

II1. Testek felszine
A felszin jele: A

Poliéderek felszine a poliédert hatarol6 véges szamu sokszoglap teriiletének az Gsszege.

Poliéderektdl kiilonbo6zo testek felszine:

* Ha a test feliilete sikba kiterithetd, akkor ennek a kiteritett feliiletnek a teriilete adja a test
felszinét (pl. henger, kip).

* Barmely nem poliéder felszine a test 4ltal tartalmazott, illetve a testet tartalmazo poliéderek
felszineivel hatdrozhat6 meg a kétoldali kozelités mddszerével. Ha egyetlen olyan pozitiv
valds szdm van, amely az adott testet tartalmazd poliéderek felszineinél nem nagyobb, vala-
mint az adott test dltal tartalmazott poliéderek felszineinél nem kisebb, akkor azt a test fel-
szinének tekintjiik.

Forgastestek felszine:

TETEL: Ha f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumon folytonos és f(x) > 0, akkor az f{x) fiiggvény gra-
fikonjanak az x tengely koriili megforgatdsaval keletkezett forgastest paldstjanak felszine:

b
Azznjf(x). 1+(f(x))? dx.

Ha a forgéastest teljes felszinét akarjuk meghatdrozni, akkor a kapott palasthoz hozz4 kell ad-
ni az alaplap és a feddlap tertiiletét is.

TETEL: Hasonl? testek felszinének ardnya megegyezik a hasonlGsdg ardnydnak négyzetével.

IV. Testek térfogata
A térfogat jele: V

Poliéder térfogata poliéderre jellemzs$ pozitiv szam, amely rendelkezik a kovetkez§ tulajdonsa-
gokkal:
* Az egységkocka térfogata 1.
* Az egybevagd poliéderek térfogata egyenld.
* Ha egy poliédert részpoliéderekre vagunk szét, akkor a részek térfogatdnak 0sszege egyenld
az egész poliéder térfogatdval.

Poliéderektdl kiilonbo6zd testek térfogata:

A test altal tartalmazott, illetve a testet tartalmazé poliéderek térfogataival a kétoldali kozelités
moédszerével hatdrozhaté meg. Ha egyetlen olyan pozitiv valés szdm van, amely az adott testet
tartalmaz6 poliéderek térfogataindl nem nagyobb, valamint az adott test dltal tartalmazott poliéde-
rek térfogatdndl nem kisebb, akkor azt a test térfogatanak tekintjiik.
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Forgastestek térfogata:

TETEL: Ha f(x) fiiggvény az [a; b] intervallumon folytonos és f(x) > 0, akkor az f{x) fiiggvény gra-
fikonjanak az x tengely koriili megforgatdsaval keletkezett forgastest térfogata:

b
V=r|f(x)dx.

a

TETEL: Az r sugari gomb térfogata: V = %r%

BIZONYITAS: A gomb szdrmaztathaté egy félkor atmérd koriili megforgatdsaval, ezért térfogata

b
aVs= n'f f2(x)dx 6sszefiiggéssel meghatédrozhato.

a
Az origé kozéppontd, r sugard kor egyenlete x> + y> = 2, ebbdl a [—r; r] intervallumon ér-
telmezett f(x)=+/r> —x? fiiggvény grafikonja egy félkor, melynek x tengely koriili meg-
forgatdsdval szarmaztathat6 az r sugard gomb. fgy a gomb térfogata:

V=ﬂff2(x)dx=ﬂj(r2—xz)dx=7r[r2-x—%3} dx =

S ks

TETEL: Hasonlo testek térfogatdnak ardnya megegyezik a hasonlésdg ardnyédnak kobével.

V. Testek felszine és térfogata

Test Felszin Térfogat
Haséb A= 2Talap + Tpalést V= Talap -m
m
Téglatest A =2(ab + bc + ca) V =abc
D
Cc
A c
a b
B
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Test Felszin Térfogat
Kocka 4' A = 64> V=a°
a
Henger ‘ A =2rm(r + a) V=rmm
m=a
Gula A= Talap + Tpalést Talap cm
V="
3
m
Kup A=rn(r+a) rimm
y=171
3
Csonka giila A=T+ 1+ Thass V=%-(T+\/ﬂ+t)
m
Csonka kip A=7z(R2+r2+(R+r)a) Vzan-(R2+Rr+r2)
Gomb A=4r'n 4r’m
V=
3
2r
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TETEL: Egy r sugard, a alkot6ji kip felszine A = ra(r + a)

BIZONYITAS: A kiip paldstja kiterithetd sikba, alakja olyan korcikk, amelynek sugara a kip alko-
t6ja, ivhossza az alapkor keriilete. Igy a paldst teriilete:

T _sugar-iv _ q.2rm
palést 2 2

=armw

Igy a forgaskip teljes felszine A = 2+ armw = ra(r + a).[)

VI. Alkalmazasok

» Térképészetben, foldmérésben: tdvolsagmérés, szogmérés

« Epitészmérndki munkdban: tivolsdgmérés, szdgmérés, felszin-, térfogatszamitas

* Fizikdban stirliségszdmitaskor: térfogatszamitas

* Geometriai valdszinliség szamolasakor: ha az esemény bekovetkezésének valdszinisége
ardnyos az eseményt szemléltetd geometriai alakzat mértékével, akkor az esemény bekovet-
kezésének valdszintiségét megkapjuk, ha az eseményt és az eseményteret szemléltetd alak-
zatok mértékeit elosztjuk egymassal (felszin, térfogat)

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A legkorabbi irdsos emlékek a hengerszerd testekrSl Kr.e. 2000 koriil keletkeztek. Ezek sze-
rint Egyiptomban henger alaku gabonatartalyok térfogatit meg tudtdk hatdrozni.

* Kr.e. 325 koriil Euklidesz megirta Elemek cim@i miivét, amiben a geometridt axiomatikusan
épitette fel, azaz a szemléletre hagyatkozva alapfogalmakat (axidmdkat) hatdrozott meg, és
ezek segitségével bizonyitott dllitdsokat. A hasdbok, gildk, gomb térfogatdnak vizsgilatara
a kimerités modszerét (beirt és koriilirt hasdbok térfogataval valé kozelitést) hasznélta. Vizs-
galta az Ot szabdlyos testet, meghatdrozta térfogatukat, bebizonyitotta, hogy csak 6t szaba-
lyos test 1étezik.

* Arkhimédész (Kr.e IIl.sz.) bebizonyitotta, hogy a gomb felszine megegyezik a koré irt hen-
gerpaldst teriiletével, és a térfogata a koré irt henger térfogatdnak 2/3 része. Egy masik neve-
zetes tétele szerint az egyenld oldald henger, a bele irhaté gémb és a hengerbe {rhaté kip tér-
fogatainak ardnya 3:2:1.

* Heron Kr.e. I. szdzadban élt gorog matematikus sikidomok teriiletének és testek térfogaté-
nak kiszdmitasaval is foglalkozott.

* Janus Pannonius (1434-1472) magyar koltS szépen koriilirta a térelemeket, amelyeket a ma-
tematikdban nem definidlunk.

Janus Pannonius: A geometriai idomokrél

LPont az, melynek részét felfogni sem tudndd, megnydjtod, s karcsi egyenes fut barmely
irdnyban. Sik feliilet sziiletik, ha meg is dupldzza futdsét: széltében terjed,nem nyilik meg
soha mélye. Két-két sik a szilard testet jellemzi, kiadja hosszisdgét és szélességét, meg a mé-
lyét. Kockanak, kobnek hivjak s négyzetlapu testnek, barhogy esik, midig jol latni a részeit
ennek; hat sikot foglal magaba, a szoglete épp nyolc” (Kurcz Agnes forditdsa)

* Csaszar Akos 1949-ben készitett egy olyan testet, amelynek barmely két csicspontja szom-
szédos. A Csészér-poliédernek 7 csicsa, 14 hdromszoglapja és 21 éle van (ez nem egyszert
poliéder)

» Szilassi Lajos szegedi matematikus 1977-ben olyan testet készitett, amelynek hét lapja van,
és barmely két lapja szomszédos. A Szilassi-féle poliédert elkészitették rozsdamentes acélbol
és Fermat francia matematikus sziil6hazaban, sziiletésének 400. évfordul6jan avattak fel.

119



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

21. A teriilet fogalma. Teriiletszamitas elemi aton és
az integralszamitas felhasznalasaval.

Vazlat:

I. Teriiletszamitds
II. Sikidomok teriilete: téglalap, paralelogramma, haromszog, trapéz, deltoid, négyszogek, sok-
szogek, kor
III. Hatérozott integral
IV. Gorbe alatti teriilet
V. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas

I. Teriiletszamitas

A mérés egy egységnyinek tekintett értékkel valé Gsszehasonlitast jelent. Ahhoz, hogy mérni tud-
junk, rogziteni kell a mérés szabdlyait.

DEFINICIO: A teriilet mérése azt jelenti, hogy minden sikidomhoz hozzarendeliink egy pozitiv va-
16s szdmot, amelyet a sikidom teriiletének neveziink. Ez a hozzarendelés az aldbbi tulajdon-
sdgokkal rendelkezik:

* Az egységnyi oldalhosszisdgu négyzet teriilete egységnyi.

» Egybevagd sokszogek teriilete egyenld.

* Ha egy sokszoget véges szamu sokszogre darabolunk, akkor az egyes részek teriiletének
Osszege egyenl§ az eredeti sokszog teriiletével.

I1. Sikidomok teriilete

Bebizonyithatd, hogy ilyen teriiletértelmezés mellett igazak a kdvetkezd allitasok:

TETEL: A téglalap teriilete két szomszédos oldaldnak szorzatdval egyenls. r=a - b.

Minden paralelogramma 4tdarabolhat6 téglalappa, igy

TETEL: a paralelogramma teriilete: 1 = a - m,,.

X a-x X

Minden hdromszoget valamely oldaldnak felezGpontjara tiikrozve az eredeti hdromszog és (az ere-
detivel egybevigd) képe egyiitt egy paralelogrammat alkot, igy a paralelogramma teriiletének a fele
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. . .. .. a-m
TETEL: a haromszog teriilete: 7 =

Tiikrozve barmely trapézt az egyik szdrdnak felezGpontjdra olyan paralelogrammat kapunk,
amelynek teriilete kétszerese a trapéz teriiletének.

TETEL: A trapéz teriilete az alapok szamtani kozepének és a trapéz magassdganak szorzata:
—atc,

t
2

Minden sokszdg véges szamu haromszogre darabolhatd, igy

TETEL: a sokszog teriilete egyenlS ezeknek a haromszogeknek a teriiletosszegével.

a-m, a-b-siny _,.goabc
2 2 4R
ahol r a beirt kor sugara, R a koriilirt kor sugara, s a félkeriilet.

TETEL: Haromszog teriiletei: ¢= =s-(s—a)-(s=b)-(s—c)

TETEL: t =71 - s.

BIZONYITAS: A haromszog beirt korének kozéppontja a szogfelezGk metszéspontja.

Berajzoljuk a szogfelezéket, igy ABC hiaromszoget felbontjuk hdrom db haromszogre: ABO,
BCO és CAO haromszogekre, mindharom haromszogben az egyik oldalhoz tartoz6 magassag r.
Igy felirhat6 az eredeti hdromszog teriilete a részhdromszogek teriiletének osszegével.

c-r ar b-r atb+c
tABCAztABOA‘l'tBCOA"'tCAOA:_z + > + ) =r-s.]

a-b-c

TETEL: ¢ =
4R

BIZONYITAS: A hdromszog koriilirt korének kozéppontja az oldalfelez6 merGlegesek metszés-
pontja.
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Ha CAB keriileti szog o, akkor COB kozépponti szdg 2o (ugyanahhoz az ivhez tartoznak).

COB egyenl§ szard haromszog = sino =

zb-c-sinazb'cdR _ab-c 0

t
2 2 4R

TETEL: Négyszog teriilete: az atl6i hossza és az atlok altal bezért szog szinuszdnak a szorzatdnak
e-f-sing

fele: t =
ele >

BIZONYITAS: Az ABCD konvex négyszog, atldinak metszéspontja M. M az étlokat x, e — x, illetve

v, f—y részekre osztja. A két atlé 4 db haromszogre osztja a négyszoget, igy a négyszog te-
riilete egyenld a négy haromszog teriiletének dsszegével:

B
tapcp = taBMA t Ipcmn t+ Lcpmn + IpamMn

:x-(f—y)-sin(p+(e—x)-(f—y)-sin(180°—g0)+(e—x)-y-sin(p+y-x-sin(180°—g0)
2 2 2 2

sin@

t

sin(180° — ¢) = sing, mert 0° < ¢ < 180°, ekkor -t kiemelve:

t=S%“’-[x-(f—y>+<e—x)-(f—y>+<e—x)-y+y-x]=S%"’-[<f—y>-e+y-e]=

1n(p‘f'e:e~f~s1n(p I

_sing .. oS
== [f-y+yle > 5
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ABCD konkdv négyszog, atléinak metszéspontja M a virtudlis atlét x, e — x részekre osztja, mig
a valddi atlé: CA =AM — CM.

A

Az ABD haromszog teriilete egyenlé az ABCD négyszog teriiletének és a BCD haromszog teriileté-
nek Osszegével

tABCD = tABDA — tBcDA = taBMA + tampA — teBma — tcmpal
TETEL: a deltoid teriilete az 4tl6i szorzatdnak a fele
TETEL: Szabalyos sokszog teriiletét tigy kapjuk, hogy kozéppontjukat sszekotjiik a csicsokkal

és igy n db egyenl§ szard hdromszdgre bontjuk a sokszoget:

R 5in 300
l:n.ﬂ:n.—n’

2 2

ahol r: a beirt kor sugara, R: koriilirt kor sugara.

TETEL: r sugaru Kor teriilete: r*1 (sorozatok hatdrértékével)

I11. Hatarozott integral:

A hatérozott integral segitségével, fliggvénygorbe vonaldval hatarolt sikidomok teriiletét is meg
tudjuk hatdrozni. Ehhez el&szor a gorbe alatti teriiletet kell vizsgalnunk.

DEFINICIO: Gorbe alatti teriiletnek nevezziik egy [a; b] intervallumon folytonos, korlatos, pozitiv
értékd f fiiggvény gorbéjének az intervallumhoz tartozé ive, az x = a, az x = b egyenesek és
az x tengely altal hatérolt teriiletet.

DEFINICIO: A gorbe alatti teriiletet téglalapok egyesitésével 1étrejott sokszogekkel kozelitjiik. Eh-
hez az [a; b] intervallumot az a = xy, x1, X», ... X, = b pontokkal n részre osztjuk. Ezt az in-

tervallum egy felosztasidnak nevezziik.

Tekintsiik ennek a felosztdsnak az intervallumat: [x; _ i; x;]. Jelolje m; az f fiiggvénynek ebben az in-
tervallumban felvett értékeinek alsé hatarat (az alsé korlatok kozt a legnagyobb), M; pedig a felsd

hatarit (a fels6 korldtok kozt a legkisebb). Bizonyithatd, hogy korlatos fiiggvényeknél ezek az
értékek l1éteznek.
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M i :
Nigm igme

Lty

; ; (U
a=Xg X Xp X;FbhX

Az [x;_q; x;] intervallum f6lé szerkessziink olyan téglalapokat, amelyeknek maésik oldala m;, illetve
M;. Végezziik el a szerkesztést a felosztds minden intervallumdban és egyesitsiik a kisebb téglala-
pokat és a nagyobb téglalapokat kiilon két sokszogbe. Ekkor a vizsgdlt tartomény egy beirt, illetve
egy koriilirt sokszogét kapjuk. Ezeknek a sokszdgeknek a teriiletét vizsgaljuk.

A beirt sokszog teriilete az alsé kozelitd osszeg:

Sy =my(x1 — xg) + my(xy — x1) + ... + my(X, — X, 1)-
A koriilirt sokszog teriilete a felsé kozelit osszeg:
S,l = Ml(xl — XO) + M2(X2 — xl) + ...+ M,,(x,l — X5 - 1).

Tovabbi osztopontokat véve a meglévSkhoz a felosztist finomitjuk, akkor s, dltaldban nd, S, alta-
ldban csokken, és ekkor a leghosszabb részintervallumok hossza is 0-hoz tart.

Igy végtelen sok als6 és felsG Gsszeg keletkezik. Beldthatd, hogy barmely alsé Gsszeg nem lehet
nagyobb barmely fels§ 6sszegnél.

DEFINICIO: Az [a; b] intervallumon korlatos, f fiiggvény integralhat6, ha barmely, minden hatdron
tdl finomodoé felosztassorozatdhoz tartozo alsé és felsd 0sszegei sorozatdnak kozos hatirérté-

ke van, azaz lim s, = lim S, . Ezt a k6z0s hatarértéket nevezziik az f fiiggvény [a; b] inter-
n—yoo n—yoo

b
vallumon vett hatarozott integraljanak. Jelolés: j f(x)dx.

a

IV. Gorbe alatti teriilet

Igy tehit nemnegativ, integrdlhaté fiiggvények hatdrozott integrlja megadja a fiiggvény alatti
teriiletet.

Az integrdl teriiletszdmitdsi alkalmazdsdndl figyelembe kell venni, hogy az x tengely alatti teriilet
negativ elGjellel adédik.

TETEL: Ha az [a; b]-on folytonos f fiiggvény nem vilt elGjelet, akkor x = a, x = b, és az x tengely
b
[reodr

a

és a fiiggvény grafikonja altal kozrezart sikidom teriilete: ¢ =

De:
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TETEL: Két fiiggvény éltal kozrezart sikidom teriilete:
b
t= I(f (x)—g(x))dx (haf(x) > g(x))
a

y

Ilyenkor &ltaldban a két fiiggvény metszéspontjdt kell el6szor meghatdrozni. Majd a két fliggvény
kiilonbségét kell integrilni, a legvégén pedig a Newton-Leibniz formuldval kiszdmolni a hatdrozott
integral értékét.

V. Alkalmazasok:

* Pitagorasz-tétel bizonyit4sa teriilet-0sszerakassal

* Geometriai valésziniiségek kiszdmitdsakor sziikség van geometriai alakzatok teriiletének
meghatdrozasara

» Kor teriilete

» Sikidomokkal, illetve sikba kiterithetd feliiletekkel hatdrolt testek felszinének meghatdrozasa
(hasab, henger, kip, gila, csonka kiip, csonka gila)

Matematikatorténeti vonatkozasok:

» Sikidomok teriiletével mar az 6korban is foglalkoztak: Hippokratész Kr.e. 450 koriil egy
rendszerez6 matematikai mivet irt, melyben sokat foglalkozott kiilonb6z8 egyenesek és
korivek altal meghatarozott teriiletek kiszamitasaval.

* Hippokratész ,holdacskai”: A derékszogli haromszog oldalai folé rajzoljunk félkoroket.
Ekkor a két ,,holdacska” teriiletének dsszege egyenlS a haromszog teriiletével.

2z 2

* Kb. 150 évvel késébb Arkhimédész miveiben is taldlunk a teriiletszamitasrdl emlitést: § is
a kimerités médszerét hasznélta (koriilirt és beirt téglalapok teriiletével val6 kozelités).

* Riemann (1826-1866) német matematikus fejlesztette ki a r6la elnevezett integraldst. A ha-
tarozott integral definicidja pontositva: Riemann szerint integralhatd. ..

* Leibniz (1646-1716) német és Newton (1642—1727) angol matematikusok egymadstol fiig-
getlentil felfedezték a differencidl- és integralszamitast. A mai jelolések tobbnyire Leibniztdl

szdrmaznak: a differencidlhdnyados (%) és az integral (j.dx) jele. O hasznalta elGszor
a fiiggvény, a differencidlszamitds, az integralszamitds elnevezéseket. Newton Leibniz el6tt
dolgozta ki mindkét szdmitdst, de nem tette kozzé, jelolésrendszere is bonyolultabb volt,
mint Leibnizé, igy az utékor a Leibniz-féle elveket fogadta el. A hatarozott integral kisza-
mitasdnak képletét mindkettejiik munkdssaganak elismeréseként nevezziik Newton-Leibniz
formulédnak.
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22. Kombinaciok. Binomialis tétel, a Pascal haromszog.
A valosziniség Kiszamitasanak kombinatorikus modellje.
A hipergeometrikus eloszlas

Vazlat:
I. Kombinaciok (ismétlés nélkiili, ismétléses)

II. Binomidlis tétel, a Pascal haromszog

III. Események: elemi események, eseménytér, biztos-, lehetetlen esemény
IV. Miiveletek eseményekkel (A + B,A - B, A)

V. Valészintiség definicidja, miiveletek valdszinidsége, axiomak

VI. Hipergeometrikus eloszlas
VII. Alkalmazasok, matematikatorténeti vonatkozasok

Kidolgozas

I. Kombinaciok (ismétlés nélkiili, ismétléses)

A kombinatorika, a valdszinlség-szamitds €s a matematikai statisztika a véletlen tomegjelenségek
torvényszerlségével foglalkozik. A kombinatorika targydt képezik a sorba rendezési és a részhal-
maz kivélasztdsi problémak, a kombinatorika rendszerint dolgok megszdmlalasaval foglalkozik.

DEFINICIO: Legyen n egymastdl kiilonbozd elemiink. Ha ezekbdl k (k <n) db-ot kivélasztunk
minden lehetséges mddon dgy, hogy a kivalasztott elemek sorrendjére nem vagyunk tekin-
tettel, azaz n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili kombinaci6jat kapjuk.

TETEL: Az n elem k-ad osztalyd az ismétlés nélkiili kombindcidinak szdma:

n-(n=1)-(n=2)-..-(n—k+1) _ n! _n
k-(k=1)-...-2-1 Ckl(n-k) k)

BIZONYITAS: A kivdlasztdst ugy képzelhetjiik el, mintha elGszor sorba éllitandnk a k db kivalasz-
tott elemet. Az els6 helyre n db-bdl, a masodik helyre (n — 1) db-bdl, a k-adik helyre mér
csak a megmaradt (n — k + 1) db-bdl vélaszthatunk, ezzel a lehetGségek szdma n- (n—1) -
-(n—=2)-..-(n—k+1). Majd a sorrendek szdmat a k elem Osszes sorrendjével, k!-ral oszt-
juk, hiszen a sorrend nem szamit.

n-(n=1-(n=2)-...(n=k+1) _

k!
_n-n-1)-(n=-2)-....-(n—k+1)-(n-k)-(n—-k-1-...-2-1 _ n!
B kl-(n—k)-(n—k—=1)-...-2-1 Tkl (n—k)!

Erre pedig bevezetjiik az {Zj szimbo6lumot. [

DEFINICIO: Ha n kiilonbozd elembdl kell k elemet kivélasztani tgy, hogy a kivélasztds sorrendje
nem szadmit és a mdr kivélasztott elemeket Ujra kivalaszthatjuk, akkor az n elem k-ad oszta-
lyd ismétléses kombinaciéjat kapjuk.
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’ e g PSP ) n+k-1
TETEL: Az n elem k-ad osztalya ismétléses kombinaciéjanak szama: ( ) J .

I1. Binomialis tétel

TETEL: (a+b)" = P I R P VR T B P T P B R S B e Y
0 1 2 n—1 n

n
A tételben szerepl6 [k] egyiitthatékat binomidlis egyiitthatéknak nevezziik.

BIZONYITAS: (a + b)" = (a + b)(a + b)(a + b)...(a + b).
Bontsuk fel a jobb oldalon 4ll6 n darab zardjelet: mindegyik 0sszegbdl ki kell vélasztani az
egyik tagot, ezeket a tagokat dssze kell szorozni, majd a kapott szorzatokat dssze kell adni.
Mindegyik kapott szorzat n tényez&bdl 4all, mindegyikben szerepel a és b, mégpedig

a" k. bk alakban, mert a zar6jelbSl vagy a-t, vagy b-t vélasztunk, a-bdl n — k darabot, b-bsl
k darabot.

n
[k] -féleképpen lehet az n darab tényez6bdl azt a k darabot kivalasztani, amelyikbdl a b

n .
szorzétényezGt vessziik. Tehat az a” ~* - b* tagbél {kj darab van, tehit ez a tag egyiitthatdja.

Igy a szorzat a tételbeli alakba irhat6. ]

A binomialis egyiitthatok tulajdonsagai:
. L. . n n
¢ 0! a definicio szerint 1, ezért [ j=1 és (OJ =1.
n

* Az n elem koziil ugyanannyiféleképpen lehet k elemet kivalasztani, mint n — k elemet ott-

h . n n
agyni, { = .
gynt, 1gy k n—k

A binomialis tétel kovetkezménye:

Ha az 6sszeg mindkét tagja 1, akkor
n n n n n
28 =1+ )" =| _|+| |+ |+ +
0 1 2 n—1 n

A haromszogben a sorok szdmozdsa nulldval kezdédik, a paratlan és a paros sorokban a szamok el
vannak csusztatva egymdshoz képest. A haromszoget a kovetkezd egyszerd mddon lehet felirni:
A nulladik sorban csak egy darabl-es van. A kovetkezd sorok felirdsandl a szabdly a kovetkezd: az
4j szdmot gy kapjuk meg, ha 6sszeadjuk a felette balra és felette jobbra taldlhaté két szamot. Ha
az 0sszeg valamelyik tagja hidnyzik (sor széle), akkor nulldnak kell tekinteni. Péld4ul az 1-es sor
elsé szama 0 + 1 = 1, mig a 2-es sor k6zéps6 szama 1 + 1 = 2.

Ez a meghatdrozas Pascal képletén alapul, amely szerint az n-edik sor k-adik eleme a kdvetkezd

Pascal haromszog:

n—1

képlettel szamolhatd: .
k k-1

-1
j+[nk j barmely nem negativ egész n és barmely 0 és n ko-

z0tti k egész esetében.
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n—k
A meghatarozasbdl latszik, hogy az n-edik sorban a kéttagi 6sszeg n-edik hatvanyanak egyiitthatoi,
azaz a binomidlis egyiitthat6k allnak.

n n
A Pascal-hdromszog szimmetridja miatt is 14thatd, hogy [kJ =( J

(@+b)° =1 1 0
(@+b)! =1-a+1-b 11 ()
(@+bP =1-02+2-ab+1-h2 12 1 B o 0
(a+b)® =1-a%+3-02b+3-ab?+1-p 13 3 1 B 9 @ 8

(a+b)*=1-0*+4-0%0+6-0%b?+4-ab®+1-b% 1 4 6 4 1 1@

I11. Események
A valésziniiség-szamitas véletlen tomegjelenségek vizsgalatdval foglalkozik.

DEFINICIO: Véletlen jelenségnek nevezziik azokat a jelenségeket, amelyeket a leirhaté koriilmé-
nyek nem hatirozzak meg egyértelmten.
Pl. egy dobdkocka feldob4sa.

DEFINICIO: Kisérletnek nevezziik a véletlen jelenség megfigyelését.

DEFINICIO: Elemi eseménynek nevezziik a kisérlet sordn bekovetkezd lehetséges kimeneteleket.
PI. a kocka dobdsandl azt, hogy hanyas szdmot dobunk.

DEFINICIO: Az eseménytér az elemi események halmaza.
Pl. a kocka dobdsanal {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

DEFINICIO: Az elemi események egy halmazat, azaz az eseménytér egy részhalmazéit eseménynek
nevezzik.
Pl. esemény a kockadobdsndl paros szdm dobdsa.
Az eseményeket nagybetiivel jeloljik. Pl. A = {2; 4; 6}

DEFINICIO: Az eseménytérhez tartoz6 azon esemény, amely biztosan bekovetkezik, a biztos ese-
mény, amely semmiképpen sem kdvetkezhet be, a lehetetlen esemény.
A biztos esemény jele: H, a lehetetlen esemény jele: &.
Pl. a kockadobdsndl biztos esemény: 7-nél kisebb szdmot dobunk, lehetetlen esemény: 8-nél
nagyobbat dobunk.

IV. Miiveletek eseményekkel
DEFINICIO: Az A esemény komplementere az az esemény, amely akkor kovetkezik be, amikor
A nem kovetkezik be. Jele: A.

DEFINICIO: Az A és B események Osszege az az esemény, amely akkor kovetkezik be, amikor
A vagy B bekovetkezik. Jele: A + B.

DEFINICIO: Az A és B események szorzata az az esemény, amely akkor kovetkezik be, amikor
A és B bekovetkezik. Jele: A - B.

DEFINICIO: Az A és B események egymast Kizarjak, ha egyszerre nem kovetkezhetnek be.

Az eseményekkel kapcsolatos miiveletek tulajdonsagai, azonossagai a halmazmiiveletekre megis-
mert tételekhez hasonldan leirhatdk, illetve bizonyithatok.
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V. A valdszintliség-szamitas alapjai

DEFINICIO: Ha elvégziink n-szer egy kisérletet, és ebbdl az A esemény k-szor kovetkezik be, akkor

az A esemény relativ gyakorisaga a k hanyados.
n

DEFINICIO: Ha sokszor elvégziink egy kisérletet, akkor megfigyelhetjiik, hogy egy A esemény
relativ gyakorisaga egy szam koriil ingadozik. Ezt a szdmot nevezziik az A esemény valo-
szintliségének. Jele: P(A).

DEFINICIO: A valdszin(iség kiszdmitdsdnak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy
kisérletnek véges sok kimenetele van és ezek valdszintisége egyenld. Ekkor az A esemény

kedvezd elemi események szdma

valészintisége: P(A) =— - . :
Osszes elemi esemény szama

A valészintiség-szamitas axiémai:

* TetszSleges A esemény esetén 0 < P(A) < 1.

* Biztos esemény valdszindsége 1, lehetetlen eseményé 0.

* Ha A és B egymast kizar6 események, akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

* Ha A és B tetszéleges esemény, akkor P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A - B).
PA)+P(A)=1.

DEFINICIO: Az A esemény B-re vonatkozo feltételes valészintisége: P(A|B)= % .
Ez annak a valdszintisége, hogy az A esemény bekovetkezik, feltéve, hogy a B esemény be-

kovetkezik.

DEFINICIO: Az A és B események egymastol fiiggetlenek, ha P(A | B) = P(A).
Ekkor P(A - B) = P(A) - P(B).

DEFINICIO: Ha egy esemény elGforduldsat geometriai alakzat (vonal, sikidom, test) mértékével
jellemezziik, és az esemény bekovetkezésének valdszintiségét ezek hanyadosaval fejezziik
ki, akkor geometriai valoszintiségrdl beszéliink.

VI. Diszkrét eloszlasok:

A kisérletek kimenetelei dltaldban szdmokkal jellemezhetSk. Ezekre a mennyiségekre jellemzd,
hogy értékiik a véletlentdl fiigg, és mindegyikiik egy-egy eseményhez van hozzarendelve.

DEFINICIO: A valésziniiségi valtozé az eseménytéren értelmezett valds értéki fiiggvény. Jele: &.

DEFINICIO: Ha a val6szintségi valtozo lehetséges értékeinek szdma véges vagy megszamldlhatéan
végtelen, akkor diszkrét valésziniiségi valtozorol beszEliink.

DEFINICIO: A visszatevés nélkiili mintavétel eloszldsat hipergeometrikus eloszlasnak nevezziik.

TETEL: Hipergeometrikus eloszldsndl legyen N db elemiink, amelybSl M db elem rendelkezik egy
adott A tulajdonsiggal, N — M db pedig nem. Kivalasztunk véletlenszerlien visszatevés nél-
kiil n db-ot. Annak a valdszintisége, hogy a kihizott n db elem koziil k£ db rendelkezik az

A tulajdonsaggal:
[M) (N - M)
k -k
P((§=k)=—n, ahol k < n.

)
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BIZONYITAS: A kérdés az, hogy mennyi a valészintisége annak, hogy a kihdzott n db elem kozott
k db A tulajdonsédgu elem van.

A kombinatorikaban tanultak szerint a kedvezd esetek szama (Aklj (A;:]]gj , mert M db-bdl

kell k db-ot kivalasztani, amit (Akl) -féleképpen tehetiink meg, és a maradék N — M db-bdl

M

n — k db-ot kell kivalasztanunk, amit (1\,]1 Iy

j -féleképpen tehetiink meg.

Az Osszes esetek szama: (]Zj , mert N db-bdl kell n db-ot valasztani.

M) (N-M
. . k n—k
Ezt felhaszndlva kapjuk: P(§=k)=~—+—>——2[]

N
n
TETEL: A hipergeometrikus eloszldsndl az A tulajdonsdgi elemek szdménak vérhat6 értéke:

ME=n-p=n-

VII. Alkalmazasok

Kivalasztasi problémak:
* Hényféleképpen lehet kitolteni egy lottdszelvényt?
* Egy n elemd halmaznak hany darab k elemd részhalmaza van?

Binomiélis egyiitthatok, Pascal-hdromszog:

* A Galton-deszka egy olyan egyenld szard haromszog alaki szerkezet, amelyben igy vannak
elhelyezve akadélyok és titvonalak, hogy minden akadédlyndl egyenld eséllyel (0,5) térhet el
jobba, illetve balra a lefele gurul6 goly6. A goly6 a Galton-deszka egyes rekeszeibe a Pascal-
haromszdgben szereplS binomidlis egyiitthatok alapjan érkezik.

Klasszikus valdszintiségi modell:
» Szerencsejatékokndl nyerési esély megallapitdsa
* Mekkora a valdszinlsége annak, hogy az 6tos lottdn, a hatoslottén telitaldlatos szelvényilink
lesz?

Matematikatorténeti vonatkozasok:

* A Pascal hdromszoghoz hasonlé hdromszoget alkotott Csu Si-csie a 12. szdzadi Kindban,
hasonl6 haromszdgeket készitettek indiai, perzsa, itdliai matematikusok.

» Pascal (1623-1662) francia matematikus a binomiélis egyiitthatékat tanulmanyozva maéd-
szert adott a kiszdmitdsukra és megalkotta Pascal-dromszoget.

¢ ElGszor Leibniz (1646-1716) német matematikus rendszerezte a kombinatorikai ismereteket.

* Bernoulli (1654-1705) svdjci matematikus alkalmazta el6szor a kombinatorikai ismereteket
valészintség kiszamitdsara, jelentGsen hozzajarult a val6szintségelmélet kifejlesztéséhez.
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23. Permutaciok, variaciok. A binomialis eloszlas.
A valészintiség Kiszamitasanak geometriai modellje.

Vazlat:
I. Permuticidk
II. Variaciok
II. A valésziniiségszamités alapjai
IV. A binomidlis eloszlés
V. A valészinliség kiszamitdsdnak geometriai modellje
VI. Alkalmazasok, matematika[S1]torténeti vonatkozasok

Kidolgozas:

A kombinatorika, a valészin(iség-szamitas €s a matematikai statisztika a véletlen tomegjelenségek
torvényszerdségével foglalkozik. A kombinatorika targyat képezik a sorba rendezési és a részhal-
maz kivélasztasi problémadk, a kombinatorika rendszerint dolgok megszamlalasaval foglalkozik.

I. Permutaciok:

ez

DEFINICIO: Egy adott n elemd halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili permutaciéjan az n kiilon-
boz6 elem egy sorba rendezését (sorrendjét) értjiik.

TETEL: Egy n elem( halmaz ismétlés nélkiili 6sszes permutaciéinak szama:
n-nm—1)-(n-=2)-...-2-1=n

DEFINICIO: Ha az n elem kozott van ky, ko, ..., k, egymdssal megegyezd, akkor az elemek egy
sorba rendezését ismétléses permutacionak nevezziik.

TETEL: Ha n elem kozott &, ko, ..., k,,db megegyezb van, és k + kp + ... + k,, = n, akkor ezeket az
n!

k“ kol k,,!

ciok szama.

elemeket kiilonbdz6 mddon lehet sorba rendezni, ez az ismétléses permuta-

I1. Variaciok:

DEFINICIO: Legyen n db egymastdl kiilonb6zG elemiink. Ha ezekbdl k (k < n) db-ot kivélasztunk
minden lehetséges médon ugy, hogy a kivalasztott elemek sorrendje is szdmit, akkor az n

......

|

(n—k)!"

TETEL: Az n elem k-ad osztilyu ismétlés nélkiili varidciok szama:

BIZONYITAS: Vegyiink egy k rekeszes dobozt. Ebben helyezziink el az n elem koziil & db elemet
minden lehetséges mddon.
Az els6 rekeszbe az n elem barmelyike tehetd. A méasodik rekeszbe mar csak (n — 1) elem
koziil valaszthatunk. Ez (n — 1)-féle kitoltést ad a 2. rekesz szamara. Az elsG két rekeszbe
n(n — 1)-féleképpen tehet6k az elemek. Minden rekeszbe 1-gyel kevesebb elem koziil va-
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e

laszthatunk, mint az el6z6be. A k-adik rekeszbe n — (k—1)=n—k + 1 elem koziil valaszt-
hatunk.
A doboz teljes kitoltésére osszesen n- (n—1) - ... - (n —k + 1) lehetGség adodik. Ha az ered-

s

ményt (n — k)!-ral bévitjiik, akkor

n-(n=0)-..-(n-k+1)-(n-k)-(n-k-1)-...-2-1 n!

n-(n=1)-...-(n—k+1)= (n—k)! Z(n—.k)!D

DEFINICIO: Legyen n db egymastdl kiilonbozd elemiink. Ha ezekbdl kivélasztunk k db-ot minden
lehetséges mddon ugy, hogy a kivélasztott elemek sorrendje is szamit és ugyanazt az elemet
tobbszor is vélaszthatjuk, akkor az n elem k-ad osztalyt ismétléses variaciéjat kapjuk.

TETEL: Az n elem k-ad osztalyd ismétléses varidciok szdma: n.

III. A valésziniiségszamitas alapjai:

A valészintiségszamitas a véletlen tomegjelenségek bekovetkezésének esélyének vizsgalataval fog-
lalkozik.

DEFINICIO: Véletlen jelenségnek nevezziik azokat a jelenségeket, amelyeket a leirhaté koriilmé-
nyek nem hatdroznak meg egyértelmten.
PI. egy dobdkocka feldobésa.

DEFINICIO: Kisérletnek nevezziik a véletlen jelenség megfigyelését.

DEFINICIO: Elemi eseménynek nevezziik a kisérlet sordn bekovetkezd lehetséges kimeneteleket.
PI. a kocka dobdsanal azt, hogy hanyas szamot dobunk.

DEFINICIO: Az eseménytér az elemi események halmaza.
Pl. a kocka dobasanal {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

DEFINICIO: Az elemi események egy halmazit, azaz az eseménytér egy részhalmazat eseménynek
nevezzik.
PI. esemény kockadobasndl paros szdm dobdsa.
Az eseményeket nagybetiivel jeloljiik. Pl. A = {2; 4; 6}

DEFINICIO: Az eseménytérhez tartoz6 azon esemény, amely biztosan bekovetkezik, a biztos ese-
mény, amely semmiképpen sem, kovetkezhet be, a lehetetlen esemény.
A biztos esemény jele: H, a lehetetlen esemény jele: .
Pl. a kockadobdsndl biztos esemény: 7-nél kisebb szamot dobunk, lehetetlen esemény: 8-nél
nagyobbat dobunk.

DEFINICIO: Ha elvégziink n-szer egy kisérletet, és ebbdl az A esemény k-szor kovetkezik be, akkor

az A esemény relativ gyakorisaga a L4 hanyados.
n

DEFINICIO: Ha sokszor elvégziink egy kisérletet, akkor megfigyelhetjiik, hogy egy A esemény
relativ gyakorisaga egy szam koriil ingadozik. Ezt a szdmot nevezziikk az A esemény valo-
szindségének. Jele: P(A).

DEFINICIO: A valdszintség kiszamitdsdnak klasszikus modelljét akkor alkalmazhatjuk, ha egy
kisérletnek véges sok kimenetele van és ezek valészintisége egyenlS. Ekkor az A esemény

kedvezé elemi események szdma
Osszes elemi esemény szdma

val6szindsége: P(A) =

132



MATEMATIKA EMELT SZINTU SZOBELI ERETTSEGI TEMAKOROK, 2017 MOZAIK KIADO

A valészintiség-szamitas axiomai:

* Tetszbleges A esemény esetén 0 < P(A) < 1.

* Biztos esemény valdszinidsége 1, lehetetlen eseményé 0.

* Ha A és B egymast kizaré események, akkor P(A + B) = P(A) + P(B).

* Ha A és B tetszbleges esemény, akkor P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A - B).
PA)+P(A)=1.

DEFINICIO: Az A esemény B-re vonatkozo feltételes valészinitisége: P(A|B)= % .
Ez annak a valdszintsége, hogy az A esemény bekovetkezik, feltéve, hogy a B esemény be-

kovetkezik.

DEFINICIO: Az A és B események egymastdl fiiggetlenek, ha P(A | B) = P(A).
Ekkor P(A - B) = P(A) - P(B).

IV. Diszkrét eloszlasok:

A kisérletek kimenetelei dltaldban szdmokkal jellemezhetSk. Ezekre a mennyiségekre jellemzd,
hogy értékiik a véletlentdl fiigg, €s mindegyikiik egy-egy eseményhez van hozzarendelve.

DEFINICIO: A valésziniiségi valtozé az eseménytéren értelmezett valds értékd fiiggvény. Jele: &.

DEFINICIO: Ha a valdszintiségi véltozo lehetséges értékeinek szdma véges vagy megszdmlalhatéan
végtelen, akkor diszkrét valésziniiségi valtozorol beszEliink.

DEFINICIO: A binomialis eloszlds olyan kisérletnél fordul elS, amelynek csak két kimenetele le-
hetséges: az A esemény p valdszinilséggel bekovetkezik, vagy 1 —p valésziniséggel nem
kovetkezik be.

TETEL: Binomiélis eloszldsndl ha a kisérletet n-szer ismételjiik, akkor annak valGszintisége, hogy
az A esemény k-szor kovetkezik be, éppen

P(E=k) =(Zj-pk -(1-p)r=* , ahol k < n.

(Binomidlis eloszldsra vezetnek a visszatevéses mintavétel esetei, ahol n elem koziil p val6-
szinliséggel vélasztunk valamilyen tulajdonsdggal rendelkezGt oly moédon, hogy a kivett
elemet az djabb hiizas el6tt visszatessziik.)

BIZONYITAS: Tegyiik fel, hogy a visszatevéses mintavételeknél N db elem koziil vdlasztunk ki

n db-ot. Legyen M db elem A tulajdonségi, N — M db elem A tulajdonsagy.

A visszatevéses mintavétel azt jelenti, hogy minden egyes hizds utdn visszatessziik a kihi-
zott elemet, igy a hizasok egymadstdl fiiggetlenek lesznek. A kérdés az, hogy mennyi a val6-
szinlisége annak, hogy a kihizott n db elem kozott k db A tulajdonsdgid elem van.

A kombinatorikdban tanultak szerint a kedvez$ esetek szama (Z)M k(N —=M)"* mert

k-szor kell M db golyébdl valasztanunk, n — k-szor kell N — M db goly6 koziil, és ez (Zj -

féleképpen fordulhat el§ aszerint, hogy hdnyadik hizés az A tulajdonsagu.
AZ osszes esetek szama N”, mert n-szer hizunk N elembdl.
Igy

p LEEOT v o) e
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Tudjuk, hogy annak az esélye, hogy A tulajdonsdgit hizunk: P(A)=%= p, hogy nem

A tulajdonsdgit hizunk: P(A)=1-p=1 —% = % .

Ezt felhaszndlva kapjuk: P(&=k)= (Zj pk-(1-pynk 0

TETEL: A binomiélis eloszldsnél az A tulajdonsagud elemek szdmdnak varhat6 értéke:

ME=n-p=n-

V. A valésziniiség kiszamitasanak geometriai modellje

Adott egy pontok alkotta geometriai alakzat. Elemi eseménynek ekkor az adott ponthalmazbdl az
egyik pont kivélasztdsa, azaz ekkor az elemi eseménynek pontokat feleltetiink meg. Egy esemény
azt jelenti, hogy a kivélasztott pont beletartozik egy bizonyos kijel6lt részponthalmazba, résztarto-
manyba, vagyis az események ponthalmazok, tartomdnyok. Ekkor az eseménytér egy geometriai
alakzat, az esemény ezen pontok egy bizonyos tulajdonsiggal rendelkezd részhalmaza, az elemi
esemény a geometriai alakzat egy pontja.

DEFINICIO: Ha az esemény bekdvetkezésének valészinlisége ardnyos a részhalmaz mértékszama-
val, akkor geometriai valészintiségérdl beszéliink.
Ekkor az A esemény valdszintsége:

az A eseménynek megfelelS részalakzat mértéke

P(A)= =m
(4) a kisérlettel kapcsolatos teljes alakzat mértéke ~ M

Ekkor a mérték lehet pl. hosszusag, teriilet, térfogat.
Példak:
* egy adott méreti darts tdbldn egy bizonyos részbe val6 taldlat valészintsége
* két ember taldlkozasdnak val6szintisége egy bizonyos 6raban, ha egyikiik sem var 15 percnél
tobbet
* meteor szarazfoldre valé becsapdddsanak valdszintisége

V1. Alkalmazasok

Sorbarendezési problémdk:
* Hanyféleképpen lehet kitolteni egy totoészelvényt?
* Sorsoldsok, versenyek eredményeinek sorrendjeinek lehetségei

Binomidlis eloszlds:

* meteoroldgiai elérejelzés,

* szerencsejatékokndl nyerési esély megallapitdsa: mekkora a val6szintisége annak, hogy a totén
telitaldlatos szelvényiink lesz?

* mintavételek a minGség-ellendrzés sordn: a gyartdésorokon elkésziilt termékek koziil a selej-
tek szdmanak kozelité meghatarozasa varhato érték segitségével.

* A Galton-deszka egy olyan egyenl$ szard hdaromszog alakd szerkezet, amelyben tigy vannak
elhelyezve akadélyok és titvonalak, hogy minden akadédlynal egyenld eséllyel (0,5) térhet el
jobba, illetve balra a lefele gurulé golyé. A goly6 a Galton-deszka egyes szintjeibe érkezd
valészintisége.

Geometriai eloszlds:
* kvantumfizikdban a részecske helyének meghatdrozisa: azt lehet megmondani a részecske
sebességétdl fliggden, hogy hol tartézkodik legnagyobb valdszintiséggel a részecske.
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

Az elsé ismert valdszinliségszamitasi feladat az 1400-as évekbdl Italidbol szarmazik.

Pascal (1623-1662) francia matematikus a binomidlis egyiitthatékat tanulmdnyozva mdd-
szert adott a kiszdmitdsukra, a valészintiségszamitds egyik megalapozéja volt.

El6szor Leibniz (1646-1716) német matematikus rendszerezte a kombinatorikai ismerete-
ket, sokat foglalkozott az elemek sorbarendezésével, szimbdlumokkal irta le a folyamatokat.
Bernoulli (1654—-1705) svéjci matematikus alkalmazta elGszor a kombinatorikai ismereteket
valészinliség kiszdmitdsara, jelentGsen hozzdjarult a valdszindségelmélet kifejlesztéséhez.
Kidolgozta a valdszintiségszamitas kombinatorikus modelljét. Két testvére és édesapja is mate-
matikus volt.

Buffon (1707-1788) francia természettudds tliproblémdjaval (bevezette a geometriai valo-
szindség fogalmat.

A valészintiségszadmitdssal a 19. szdzad végén tobb orosz matematikus is foglalkozott: tob-
bek kozott Csebisev (1821-1894), Markov (1856-1922), Kolmogorov (1903-1987).

A val6szintiségszamitds legfiatalabb 4ga, amely a szdmitégépek teriiletén kapott alkalmaz3st,
az informacidelmélet, melynek megalapozéja Shannon (1916-2001) amerikai matematikus.
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24. Bizonyitasi mddszerek és bemutatasuk tételek
bizonyitasaban.

Vazlat:

I. Bizonyitdsok a matematikdban
II. Direkt bizonyitas
II. Indirekt bizonyitas
IV. Teljes indukci6
V. Skatulya-elv
VI. Alkalmazasok

Kidolgozas

I. Bizonyitasok a matematikaban

A matematika kiilonb6z$ dgai hasonldan épiilnek fel. Meghatarozunk alapfogalmakat, majd ezek
segitségével tovabbi fogalmakat definidlunk. Kimondunk alaptételeket (axiomakat), amelyek
igazsagtartalmat bizonyitds nélkiil, a szemlélet alapjan elfogadjuk. Az axiémékbdl elindulva a ma-
tematikai logika eszkozeivel, helyes kovetkeztetéseken keresztiil tovabbi tételeket bizonyitunk be.
A bizonyités eljardsi mod egy allit4s helyességének indokldsara a matematikai logika miveleteinek
felhaszndldsaval. A matematikai tételek altaldban implikdcidk vagy ekvivalencidk.

Az implikéciok bizonyitdsa sordn a feltételbsl helyes matematikai kovetkeztetésekkel el kell jutni
a kovetkezményhez. Bizonyitids kozben a definicidkat, axiomaékat, €s a mar bizonyitott tételeket
felhasznalhatjuk. Igy belatjuk, hogy a feltétel valoban elégséges feltétele a kovetkezménynek.
Ekvivalencidk bizonyitdsa sordn két implikdciét bizonyitunk be: be kell 1atni, hogy mindkét allitas-
bol kovetkezik a mésik.

I1. Direkt bizonyitas

DEFINICIO: A direkt bizonyitéds sordn igaz dllitdsokbdl (a feltételekbdl) kiindulva matematikailag
helyes kovetkeztetésekkel eljutunk a bizonyitandé 4llitdshoz. A legtobb matematikai tétel
(geometriai, algebrai) bizonyitdsa direkt dton torténik.

TETEL: Pitagorasz-tétel: derékszogl haromszogben a befogék négyzetének dsszege egyenld az
atfogo négyzetével.

BIZONYITAS: (12. tétel)

A+ 4=+ 4t
at+b*=c% 1

a b
[/
a t-|
: 25
B/
i
b t2
&Y
B\ 4
a b
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I11. Indirekt bizonyitas

DEFINICIO: Az indirekt bizonyitds olyan eljdrds, melynek sordn feltessziik, hogy a bizonyitandd
allitas nem igaz, és ebbdl kiindulva helyes kovetkeztetésekkel lehetetlen kovetkezményekhez
jutunk el. fgy a kiindulé feltevés volt téves, vagyis a bizonyitandé 4llitas valGjaban igaz.

Ha egy éllitds ellenkez§jérdl (tagaddsardl) helyes gondolatmenettel beldtjuk, hogy hamis (ellent-

monddsra vezet), akkor a kijelentés ellentétének ellentéte, azaz maga az 4llitas igaz.

Az indirekt médszer két logikai torvényen alapul:

* Minden kijelentés igaz, vagy hamis.
» Egy igaz allitas tagaddsa hamis, és forditva, hamis kijelentés tagadasa igaz.

Indirekt bizonyitdsi médot akkor érdemes vélasztani, ha az 4llitds tagaddsa konnyebben kezelhetd,

mint maga az allitas.

TETEL: Pitagorasz-tétel megforditasa: ha egy haromszog két oldalhosszanak négyzetének Ossze-
ge egyenld a harmadik oldal négyzetével, akkor a haromszog derékszogi.

BIZONYITAS: (12. tétel)
Tudjuk, hogy a® + b? = ¢2.
Tegyiik fel, hogy a haromszog nem derékszogt. Ekkor tudunk szerkeszteni olyan derékszo-
gli haromszoget, aminek a befog6i a és b, atfogdja legyen c¢’. Mivel ez derékszogli harom-
sz0g, a Pitagorasz-tétel miatt: a” + b? = (c’)>. Az eredeti feltétellel osszevetve c*=(c’)%,
amibdl pozitiv mennyiségekrol 1évén sz6, kovetkezik, hogy ¢ =c’.
Ez ellentmond a kiindul6 feltételnek, igy a hdromszog derékszogd. |

TETEL: /2 irraciondlis

BIZONYITAS: (2. tétel)
Tegyiik fel, hogy /2 raciondlis:

ﬁ=§ (ahol p, g €Z, (p, ) = 1) 1()?

2
2:p_2 = 2¢%=p?
q

A négyzetszamokban minden primtényezd péros sokszor fordul el§, ebbdl kovetkezik, hogy
a bal oldalon pératlan sok db 2-es van, a jobb oldalon paros sok db 2-es van. A szdmelmélet
alaptétele miatt ez nem lehet, mert egy szam csak egyféleképpen bonthaté fel primszamok

szorzatira. Mivel ez ellentmondais, rossz volt a feltevés, vagyis ~/2 irracionalis. ]

IV. Bizonyitas teljes indukcioval

DEFINICIO: A teljes indukcié olyan éllitdsok bizonyitdsdra alkalmas, melyek n pozitiv egész
szamtdl fiiggenek. A teljes indukcids eljards sordn eldszor bebizonyitjuk az allitast n = 1-re
(vagy valamilyen konkrét értékre), majd feltételezziik, hogy az allitds igaz n = k-ra (indukcids
feltevés), és ennek felhasznalasaval bebizonyitjuk, hogy az allitas igaz n = (k + 1)-re. Ezzel
az allitast minden n pozitiv egész szdmra belatjuk.

/////

tudjuk, hogy ha barmelyik dominé felddl, akkor feldonti a sorban utdna kovetkezét is. Ez azt jelen-
ti, hogy ha meglokjiik az els6 domindt, akkor az dsszes fel fog borulni.

A teljes indukciés bizonyitast egész szamokkal kapcsolatos problémak, oszthatésdgi szabalyok
megoldésdra, tételek bizonyitdsara haszndlhatjuk.
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TETEL: Az elsS n pozitiv egész szdm Osszege: @ _
BIZONYITAS:
n=1
1
1-2 =
= = 1
2
n=2
1+2=3
23 _4(7
2
Tegyiik fel, hogy n = kra igaz, tehdt 1+2+...+k =551,

yo (k4D (k+2)

Bizonyitani kell: 1+2+...+k+(k+1 5

(k+2)
> .

1+2+...+k+(k+1)=@+(k+1)=(k+1).(§+1)z(kﬂ),(kzz) _(k+D

Vagyis az 4llitds teljesiil. [
TETEL: Az elsG n pozitiv paratlan szdm osszege: 1 +3+5+ ...+ 2n—1)= n’.

BIZONYITAS:
n=1
Ekkor a bal oldalon csak egy tagja van az 6sszeadasnak, az 1, a jobb oldalon pedig 12=14ll,
igy igaz az allitas.
Tegyiik fel, hogy n = k-raigaz,tehat 1 +3+5+ ...+ 2k—1) = K.
Bizonyitani kell: 1 +3 +5+ ...+ 2k— 1)+ (k+ 1) = (k+ 1)*.
1+3+5+...+2k-1D+k+1)= K+ k+1)=(k+ 1)2. Vagyis az allitas teljesiil. [

TETEL: Az elsG n pozitiv egész szam négyzetének Osszege: w
BIZONYITAS:
n=1
12 =1
1-2.3 =
129
6
n=2
12422 =5
2-3-5 =
£9°9 _ 5
6

k-(k+1)-Qk+1)

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz, tehat 12 +22 +32 + ...+ k% =

6
Be kellene I4tni, hogy 12 422 432 + ..+ k2 + (k +1)2 = KDk +62)'(2k 3
124224324+ +k2+(k+1)? = k'(kJrl)é(ZkH)+(k+1)2 =
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k-Qk+1)+6-(k+1) _ K2 +k+6k+6 _ (k+1)-(2k2+Tk+6) _
=(k+1)- = =
6 6 6
_ (k4D (2k+3)-(k+2)
. .

=(k+1)-

Vagyis az allitas teljestil.

V. Bizonyitas skatulya-elvvel

TETEL: Skatulya-elv: a skatulyaelv értelmében ha n skatulyaba kell n-nél tobb elemet szétosztani,

akkor a skatulydk valamelyikébe sziikségképpen legaldbb 2 elem keriil. Ha n skatulydba
k - n-nél tobb elemet kell szétosztani, akkor a skatulydk valamelyikébe legaldbb k + 1 elem
keriil (n, k €Z*).

BIZONYITAS: Indirekt médon: ha az elv nem igaz, akkor minden skatulydba legfeljebb 1 elem ke-

riil. Ekkor legfeljebb annyi elem van, ahdny skatulya. ez ellentmondés, mert az elemek sz4-
ma a skatulydk szdménal tobb. [

Az elv végtelen halmazokra is alkalmazhatd, csak ilyenkor elemszdm helyett szdmossdgot
kell haszn4lni.

Skatulya elvvel altaldban oszthatésagi problémakat, csoportositassal kapcsolatos feladatokat
oldhatunk meg.

TETEL: Ha adott n + 1 darab pozitiv egész szam, akkor ezek kozott biztosan van kettS olyan,

amelyek kiilonbsége oszthatd n-nel.

BIZONYITAS: Készitsiink n db skatulyat, felcimkézve 6ket O, 1, ..., (n — 1)-ig. A szdmokat aszerint

helyezziik el az n db skatulydban, hogy mennyi maradékot adnak n-nel osztva. Ekkor bizto-
san van olyan skatulya, amelybe legaldbb 2 szam keriil, hiszen n + 1 szdmot kell n skatulya-
ba szétosztani. Ennek a két szdmnak a kiilonbsége biztosan oszthat6 lesz n-nel. [J

Specidlisan: bizonyitsuk be, hogy 6t pozitiv egész szdm kozott biztosan van kettS, amelyek
kiilonbsége oszthat6 néggyel.

FELADAT: Bizonyitsuk be, hogy egy 37 {6s tarsasdgban biztosan van 4 olyan ember, akik ugyan-

abban a csillagjegyben sziilettek.

BIZONYITAS: 36 f6nél el6fordulhat az, hogy minden csillagjegyhez csak 3 ember tartozik, de a 37-

edik ember biztosan valamelyik csillagjegynél a negyedik lesz. [

VI. Alkalmazasok

Direkt bizonyit4s:

. a|bésa|c = a|bic
*9 | a & szémjegyek 6sszege oszthatd 9-cel

Indirekt bizonyitas:

* végtelen sok primszdm van

Skatulya-elv:

» 25 f6s tarsasdgban biztosan van 3 {8, akik azonos csillagjegyben sziilettek
* 5 pozitiv egész szam kozott van 2, melyek kiillonbsége oszthat6 4-gyel

Teljes indukci6:

1 1 1 n
...+ =
1-2 2-3 n-(n+1) n+l
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Matematikatorténeti vonatkozasok:

Az 6kori Egyiptomban, Mezopotdmidban, Kindban, Indidban a matematika gyakorlati jelle-
gl volt: lehet6vé tette a pontos idS- és helymeghatarozast, az adészedéssel és a kozmunkak-
kal kapcsolatos szamitasokat. Nem jegyezték fel, hogyan jottek rd a matematikai igazsdgok-
ra, médszerekre, csak rogzitették a mddszereket, eljardsokat.

A Kr.e. 7.-6. szazadban keletkezett a matematika, mint tudomdny: ekkor mér igény volt az
okok kutatdsara.

A legkorabbi gorog matematika Kr.e. 450 koriil sziiletett Hippokratész félholdacskakkal
foglalkozé munkédja. Ez a mi megmutatja, hogy a gorogoknek fejlett volt a geometridja, egy
allitast mar bizonyitott tényekkel kellett igazolni. A tételeket logikai tton, mas tételekbdl ve-
zették le. Ez a médszer alapigazsdgokra, axidmadkra épiilt, ezeket a természetbdl absztrahil-
tak.

Kr.e. 300 koriil Euklidész megalkotta a geometria axiomarendszerét, bevezette a deduktiv
(levezetd) bizonyitdsmddot. Téle szdrmazik a ~/2 irraciondlis tétel el6bb ismertetett indirekt
bizonyitésa.

A teljes indukci6 elsd irdsos emléke 1575-bdl szarmazik: Ekkor bizonyitotta be a fenti mé-
don Maurolico olasz matematikus az elsé n paratlan szam Osszegére vonatkozé tételt.

A skatulya-elvet Dirichlet (1805-1859) francia matematikus bizonyitotta be a fenti médon.
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