Példak, megoldasok;, tanulsagok

ilbben a fejezetben néhany olyan feladat megold4sa olvashatd, amelyekhez

sonlokkal a késébbiekben is talalkozhatunk, illetve melyek eredménye j6l hasznélhaté

{ovAbbi feladatmegoldas soran.

A nevezetes kozepek kozott fennall6 egyenltlenségekre a tovéabbiakban a kovetkezd
ban hivatkozok:

At ay, ai, ... an pozitiv (ahol értelmes, ott nem negativ) szamok harménikus,

rtani, szamtani és négyzetes kozepe rendre:

H = 1 n. , M="Va1-a2-...-a,,,
1,1, +L1
a +ay+..+a a?+a}+ ..+ ak
SZ = totly N=o/ATED .

A emlitett kozepekre fennll a kovetkezS egyenldtlenséglénc:
H<MZ<SZ <N,
az egyenlGség mindeniitt csakis akkor igaz, amikor a1 =a2= ... = dn.
! bizonyit4sa megtal4lhat6 példaul [19]-ben: 268., 270., 281, feladat.
§.487-M» egyenlStlenség példaul az iménti egyenlStlenséglancbol a szamtani és a
siini kozépre fennall6 egyenlStlenséget jeloli. -

1. példa A négyegyscg keriiletﬂ téglalapok koziil melyiknek
~ legnagyobba teriilete? :

Aegoldas: A téglalap oldalait jeloljik x -szel €s'y -nal. Ekkor teriilete €s
ple:

K=2(x+y)=4, T =xy.

almazzuk a pozitfv x és'y szdmokra az «SZ-M» egyenl6tlenséget.

gyzetre emelés utdn .

= < A iy Galp <
T xy_( 5 16 1,azaz T < 1.

drt a teriilet értéke legfeljebb 1 lehet, de ezt az énékét fel is veszi, hiszen
- «SZ-M>» egyenlStlenségben x =Y esetén -és csakis ekkor- az
y nlGség teljesiil. _




P2 - P3 P4

Tehét amikor a téglalap négyzet, akkor T = 1 és ez a lehetsé

Megjegyzés: Gyakori hiba, hogy a megoldés sordn az a, a,2b -a, 2b +a
legnagyobb teriiletérték. gjegy

whkra frjak fel az «SZ-M» egyenl6tlenséget, amibdl az ad6dik, hogy
; = - a+a+2b-a+2b +af_ -
2. példa Az egységkeriiletd hdromszogekben mekkora az T= _116_‘12(21’ a)2b +a) S( 4 )4 - (%)4 =1

oldalak reciprokdsszegének minimuma? bbél annyi kovetkezik, hogy a teriilet 1-nél nagyobb nem lehet. Ez egy fels6 korlat,

) B ~ @it a teriilet soha sem ér el, hiszen a =2b -a =2b +a, azaza =0,b =0 esetén
Megoldas: A hdromszog oldalait jelolje a, b és c. Alkalmazzuk az a

o
¢ pozitiv szdmokra az «SZ-H» egyenl&tlenséget ‘ ioa hiromszog!
1 ; sasbic _K_L azaz L+Llyl>g 4. példa Az egységkeriiletd derékszogd hdromszogek koziil
atpre 2 20 @b melyiknek maximélis a teriilete?

b

A kapott eredménybé’l leolvashat6, hogy az oldalak reciprokosszefl Megoldas: Jeloljiik a derékszogd hdromszog befogéit a -val és b -vel,

legalébb 0, és ezt az értéket a szabélyos haromszognél (@ = b = c eset m'ogét c -vel. A Keriilet (K ) = 1, ezért a teriiletre azt kap_]uk hogy
fel is veszi. A reciprokosszeg minimuma teh4t 9. . 1
T=Llap = —((a +bf - (a2 +p?))=1=2¢

2
bdl ldthat6, hogy a teriilet akkor lesz maximalis, amlkor adott keriilet

iallett az 4tfogo a lehetd legkisebb. Ezt fogjuk most megkeresni.
% «SZ-N» egyenlStlenséget felhasznélva

A K _a+h. £<,\/a_+_b_ c_¢C.,C i >y -
- 5 +2_ 5 +5= ‘12'+2 amibSl ¢ >2v¥2 - 1.

¢l az «SZ-N» egyenlStlenségben egyenlGség csakis a = b esetén 4ll
, ezért az egységkeriiletd egyenld szani derékszogi hdromszogben
az dtfog6 a legkisebb, és fgy a teriilet a legnagyobb.

3. példa Legfeljebb mekkora lehet egy kétegység Keriiletd
egyenl6 szard hdromszog teriilete?

Megoldas: A hdromszog alapja legyen a, szdrai pedig b hosszﬁség
A hédromszog teriilete !

T= Ea b2-— 2b > a).

A teriilet értéke pozitiv szam, ezért pontosan akkor maximadlis, amika
négyzete is az.

; g 2bta e .
ijuk felaza,a,2b -a, 3 pozitiv szdmokra az «SZ-M» | - ﬂ' 1T = _3- zﬂ)
egyenlGtlenséget:
: :4 l, megjegyzés: Konnyen eljuthatunk hibas gondolatmenettel is ehhez az
a+a+2b-a+ 2b+alt , Gnyhez HasznAljuk a fent jeloléseket és az «<M-N» egyenlGtlenséget
T2——t12(b2 g‘) 3=k oL 2+ b2
4 1296 ~27 " % Vab <4 b
Az egyenl8ség pontosan akkor teljesiil, amikor a =2b -a= L;‘—‘—’-, il négyzetre emelés utan azt kapjuk, hogy
amikor a hdromszog szabdlyos. Teh4t a legnagyobb teriilet R B ' ' T= %—ab < G%Lz = 5;-‘2-
1 _ 0
Tinax = ﬁ - g j vel az «<M-N» egyenlStlenségben a = b esetén 4ll fenn egyenlGség, ezért gy tinik,
gty o teriilet az egyenl szini derékszogd hiromszog esetén maximalis.
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szakaszok koziil legaldbb az egyik hosszabb, mint az XY szakasz. _
‘ Ugyanigy beldthat6, hogy en

is hosszabb szakaszt kapunk, }
az Y pontot kicseréljiik az Y
tartalmaz6 oldalszakasz megfel
16 végpontjdval. Az 4tméré teh;
val6ban csak két csicsot ssz
kotS szakasz lehet. Mivel eg
a sokszognek véges sok oldala

dtl6ja van, ezért kozottiik biztg

san van leghosszabb.
Most térjiink r4 a rombusz vizsgdlatdra. Minden oldala % ‘tehdt |
rogzitett hossziisdgu. A két 4t16 két-két egyenld szani hdromszog alapj
ahol a szdrak a rombusz oldalai. Ezek koziil az egyik biztosan tompaszog
vagy derékszogdl, a mésiknak a szdrszoge pedig (az el6z6 kiegészil
szoge) ennél nem nagyobb. A két dtl6 koziil a hosszabbik (nem rov.
debbik) ezért nagyobb, mint a rombusz oldala, és a legkisebb akkor les;
amikor a szdrszog derékszog, azaz amikor a rombusz négyzet.

7. példa Keressiik meg a K keriiletd szabdlyos sokszogek
koziil azt, amelyiknek legnagyobb a teriilete!

Megoldais: Jeloljiik az ugyanakkora keriiletd szabdlyos n -szog és 2
s20g teriiletét T, -nel, illetve Ty, -nel. Megmutatjuk, hogy |

Tn < Tzn, ;
amibdl az kovetkezik, hogy nincsen legnagyobb teriiletdf a K keriile
szabdlyos sokszogek kozott. ' [

Kossiik dssze ugyanis az r sugari befrt kor kozéppontjit a szabdl

sokszog csicsaival. Igy azt n darab egyenld szdni hdromszogre bontjul
Egy ilyen kis hdromszog alapjdnak hossza és teriilete ’

a =2r tgl%lm,

2 . 2
felszine és térfogata: F = x—:tﬁ + ?_;X illetve v = mx2{3

P8

Ebbdl a szabélyos n -szog keriilete és teriilete

g 1800 T 2, 180° K2
K2nrtgn,,,nrgn e no
- Hasonl6an kapjuk a szabdlyos 2n -szog teriiletét
T K?
2n =
180°
» 8n 1g n
A bizonyitand6 egyenlStlenséghez azt kell megmutatni, hogy
180° 180°
2tg o <tg
FEzn=3-raésn=4-re egyszeri szimoldssal beldthat6, ha pedig n > 4,
- akkor |
: O<tg-1—8nQ°—<tgm}3=l,azaz O<l-tg21—&nm<l.
~ Ebbdl pedig a
: Ebbdl pedig 2tg o
1g2a < —>—
1-15%2x

azonossag felhasznéldsdval megkapjuk a bizonyitand6 egyenlStlenséget.

8. példa Bizonyitsuk be, hogy a szabdlyos hdromszog alapu
egyenes gildk F felszine és V térfogata kozott fenndll a kovet-
kezé két egyenlStlenség '

3
F > Y216V%3, illetve V s/\/—F—-

216V3
ahol az egyenlGség csakis a szabdlyos tetraéderre teljesiil.

- Megoldis: Mindenekel6tt vegyiik észre, hogy a két egyenlGtlenség
egyenértékd, elég tehdt csak az egyiket bizonyitani.
- Jeloljiik a gula alapélét x -szel, magassdgdt m -mel, egy oldallap magas-

sdgdt y -nal. A magassdg talppontja az § sulypont. Ekkor a gila
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A Pitagorasz-tétel szerint alapjan felirhatjuk, hogy

m2=y2_(_zc_2=y2_L2_ | ] M2+ R2=x2 és
: . 23 12 ‘ m_ M amibsl - M\ 4
Fejezziik ki y -t a felszin egyenletébdl R-r R R
| y= 4F - x? ] Tovébbd a kiip felszine: F = R2m+ xR, m
6x ’ E | r
gy ! ahonnan : R
ox? 1 a henger és a kip térfogata pedig
Emeljiik négyzetre a térfogatm felirt egyen16séget és alkalmazzuk az g P & '
«SZ-M» egyenl6tlenséget az ! Vi=r2mm, Vi = 1R2eM. :
2 &g a 2E _ 42 1 , 3
x a Tx 1
pozitiv szdmokra: B A kapott osszefiiggések és az «SZ-M» egyenl6tlenség felhaszndldséval a
2,4 3 ' ‘8 kovetkezS egyenlétlenséghez jutunk
v2=3m?x4 _ K3 of2F _,2\<_F3
144 -216° \v3 1) 2163 1 V=12 m—M
Ebbdl rendezés utdn éppen a bizonyitand6 egyenlStlenséget kapjuk, .: ;
egyenlGség csakls 1 _ 1;1_;(; AR -ryrr <M (Z(R r ) tr+r ) _ﬂM_Rz,
x V’3' TX5AZAZX =4 / 3 €sy =x s m=x v—g‘_ i - (R - r> 0 nyilvén teljesiil). Az «SZ-M» egyenl(itlenség 1smételt hasznd-
esetén teljesiil, tehdt valéban akkor, amikor a giila szabdlyos tetraéder. ;. - latdval elérjik, hogy a henger térfogatdt egy konstans értékkel tudjuk
Megjegyzés: Eredményiinkb6l az is kovetkezik, hogy az adott V térfogan, illetve -~ feliilrdl becsiilni:
az adott F felszind, szabalyos hiromszog alapii egyenes gilék kozott a szabalyos tetra Vi< 1622M?R* _ 167> R4(x 2. Rz) -
éder felszine a legkisebb, illetve az & térfogata a legnagyobb. ] " 272 272
R2 + F -R?2
9. példa Szimoljuk ki az F felszind forgaskiipok 4ltal tartal- =32nFp2 R2)< LL( ) 2F3
mazott forgdshenger térfogatdnak a maximumat. 272 271' 272 2 27%n
(A kipnak és a hengemek kozos a forgdstengelye.) - Kozben felhaszndltuk, hogy F > 2R2rx, hiszen a paldst teriilete nagyobb

Wz alap tertileténél.
gy a keresett maximalis érték:

-4

Megoldas: A kiip alapkorének sugara legyen R, a hengeré r. A ku
magassdga M, a hengeré m. A kiip alkotGjt jeloljiik x -szel. Nyilvdnval6
hogy a maximalis térfogatd henger csakis kiipba frt henger lehet, a
alapja a kup alaplapjdn van, fed6lapja pedig érinti a kiip paldstj4
Tekintsiik a kup €s a henger kozos forgdstengelyére illeszkeds sfkme
szetet (8. dbra). Az itt lathaté derékszog, illetve hasonl6 hdromszogek
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hiszen ezt az értéket a R | 11. példa Igazoljuk, hogy az ay, ay, a3 és by, by, by pozitiv
2R-r)=r é R*= L - R?, azaz ) szdmokra teljesiil a kovetkezs egyenlStlenség:
r—2R és R = —\/—7" 1 Va2 + b2 + Va2 + b2 +Vad + b2 2(a1 + ap + a3 + (b1 + by + b3,
esetben fel is veszi a térfogat. | : ahol az egyenldség csaklsal a_m
: by by b3

Megjegyzés: A levezetett osszefiiggésekbdl az is leolvashat6, hogy a maximalis 1

setén igaz.
térfogatii beirt hengerben m = M ¢sa henger térfogata a kip térfogatinak 4 része. | ese g
: 3 5 ]

Bizonyitds: Tekintsiik a derékszogd koordindta-rendszer €lsG negye-
., . ‘, dében az origébdl indulé ABCD torottvonalat (9. dbra), amelyik olyan,
10. példa Bizonyitsuk be az a, b, ¢ nemnegativ szdmokra, 1 hogy mindegyik cstcspontja-
hogy i 1 nak elsé, illetve masodik koor-
ab +bc+ac 2Y3abc (a +b +0), B | din4tdja is nagyobb mint az 6t

ahol az egyenl8ség csakis akkor 4ll fenn, amikor a hdrom szdm - a torottvonalban - megel6z6

egyenl$ egymdssal. - pont (ha van ilyen) elsd, illetve

D mdsodik koordindtdja. Jeloljiik

Bizonyitas: Induljunk ki a nyflvdnvaléan igaz az AB, BC, CD szakaszoknak

. (x -y)22 0 . = az egyik tengelyre vett mer6-
egyenlGStlenségbdl. Ebbd trendezéssel kapjuk az lege§ vetilletét ay, a;, a3 -mal, a
A mdsik tengelyre vett merSleges

x2 +y222xy
egyenlétlenséget, amit alkalmazni fogunk a nemnegativ b, c; a, c;
valamint a, b szdmokra:

2(a2b? + b2c? + a2¢c? )= a?(b2 + c2) + b2(a? + c2) + cX(a2 +'b?) 2
> a22bc + b22ac + c22ab = 2(a2bc + ab2c + abc?.

Eredményiinket felhaszndlva, egyszert 4talakitdssal kapjuk a b1zonyf N
dé6 egyenlStlenséget: 1

ab +bc +ac =A(ab +bc +acf =
=+a2b? + b%c2 + a2c? + 2(a’bc +ab%c +abc?) 2
>+/3(a%bc +ab% +abc?) =V3abc(@a +b +0),

és az is l4thatd, hogy egyenlGség végig akkor teljesiil, hab =c,a =c, »
a =b,azaz amikora =b =c. '
38

vetiiletét pedig by, by, b3 -mal.

A bizonyitand6 egyenlStlenség

ekkor éppen azt jelenti, hogy az

AD szakasz hossza (jobboldal)

: nem lehet nagyobb, mint a
torottvonal hossza (baloldal).

‘ Az egyenlGség pedig csakis akkor teljesiil, ha az ABCD torottvonal egy
egyenes szakasz, amikor mindegyik szakasz irdnytangense ugyanakkora.

Megjegyzés: Ez az tigynevezett Minkowski-egyenltlenség egy specidlis esete
{Altal snosabb egyenlGtlenség bizonyitisa példaul [19]-ben olvashato).
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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7
1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14
1.15

1.16

1.17

FELADATOK

1. Hiromszogek

Egy haromszog egyik oldala egység hossziisagi, keriilete 4 egység. Mekkora
a teriiletének legnagyobb értéke?
Adott egy hiromszog egyik oldala és keriiletének nagysdga. Az ilyen
haromszogek koziil melyiknek maximalis a teriilete?

Az adott K keriiletd haromszogek koziil melyiknek legnagyobb a terulete ha

egyik szogiik 60° -0s?

Az adott K keriiletd egyenl szari haromszogek koziil melyiknek legnagyobb
a teriilete?

Keressiik meg az ugyanakkora keriiletf derékszogii haromszogek koziil a
maximalis teriiletdt!

Azok koziil a haromszogek koziil, amelyeknek egy szoge y €s akeriilete K,
melyiknek legnagyobb a teriilete?

Melyik haromszog teriilete a legnagyobb az ugyanakkora keriiletdek koziil?
Melyik lesz az ugyanakkora keriiletd hiromszogek koziil az, amelyiknek
legkisebb az dtmérGje?

Keressiik meg a K keriiletd hegyesszogii hdromszogek koziil azt, amelyiknek
legkisebb az dtmérdje!

Az ugyanakkora keriiletif tompaszogd haromszoégek koziil melyiknek lesz
minimalis az dtmérSje?

A K keriiletd derékszogd haromszogek koziil melyiknek legklsebb az
atmérGje?

Keressiik meg azt a K keriiletd derékszogdl hdromszoget, amelyiknek
legnagyobb a beirt korének sugara!

Melyik hiromszogbe irhat6 a legnagyobb kor az ugyanakkora Kkeriiletd
haromszogek koziil?

Melyik az a K keriiletdf haromszog, amelyik koré a legkisebb kor rajzolhat6?
Melyik haromszogben lesz a hozzirt korok sugarainak reciprokosszege
minimélis, ha csak az ugyanakkora keriiletd hdromszogeket vizsgéljuk?
Keressiik meg azt a K keriiletf hiromszoget, amelyben a hozzéirt korok
sugarainak szorzata maximélis!

Mikor lesz a K keriiletd hiromszog hozz4irt kirei sugarainak osszege, illetve
négyzetosszege a legkisebb?
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4.7

4.8

4.9

F4.7 - F5.4

mekkora ez a minimalis érték?

Egy négyzet és egy félkor egyiitt alkot egy alakzatot. A félkor AtmérGje és a 1
négyzet egyik oldala egy k6zos egyenesen fekszik, annak kiilonb6z6 partjan,

€s van egy kozos szimmetriatengelyiik. Az ilyen tipusd, K keriiletd
alakzatok koziil melyiknek legkisebb a teriilete, és mekkora ez a teriilet?

Egy szabilyos haromszog és egy félkor egyiitt alkot egy alakzatot. A félkor

atmérdje és a négyzet egyik oldala egy kozos egyenesen fekszik, annak

kiilonbozd partjan, és van egy kozos szimmetriatengelyiik. Szamoljuk ki az l‘

ilyen tipusd, K keriilett alakzatok teriiletének legkisebb értékét!
Egy téglalap 2a, illetve 2b hossziisagii oldalaira kifelé q, illetve b
magassagi téglalapokat rajzolunk. Az igy nyert G alakzatnak az eredeti

téglalap csiicsait6l kiilonbozS csiicsaibél negyedkoroket rajzolunk G-be. Az «

oldalhosszisagi téglalapok csiicsaibél a, a b hossziakbdl pedig b sugari
negyedkoroket, amiket aztin elhagyunk G-bél. Mikor lesz az igy kapott,

korivek dltal hatdrolt sikidom teriilete maximalis, ha a keriilete K? Mekkora ,

ez a maximalis teriilet?

5. Sikbeli izoperimetrikus egyenlétlenségek

Bizonyitsuk be a kdvetkezd éllitdsokat!

5.1

5.2

5.3

5.4

Tetszdleges derékszogd haromszogre teljesiil, hogy

K*-(12+82)T 20,
és az egyenlGség csakis az egyenld szani derékszog( hdromszogre igaz.
Tetszbleges tompaszogl hiromszogre igaz, hogy

K2 -(12+82)T > 0.
Minden hiromszogre teljesiil, hogy

K*-12T73 20,
¢és az egyenlGség csakis a szabdlyos hiromszogre igaz.
A haromszog atmérdjére igaz, hogy
K<d<K .
3 2

ahol az egyenlGség csakis a szabalyos haromszogre 4ll fenn.

5.5%

5.6

5.7*

5.8%*

5.9

5.10

F5.5 - FS.10

A héaromszog beirt (ry), a koriilirt (Rx) és a haromszoget tartalmaz6 legkisebb
kor (R) sugaréra teljesiil, hogy

a) 0<n,sl£ﬁ b) Kﬁsm«» 0 KE<R<’§ B

ahol az egyenlGség mmdenutt csalns a szabalyos hiromszogre igaz.
A hiromszog hozzairt koreinek sugarira igaz, hogy

2
a) K4—5r3+r3+r3<oo, b) K§55ra+rb+r¢<oo,

) 0<rarsre< K213 g MB<lyilyl oo
72 K Ta Tp Tc

és az egyenlGség mindeniitt csakis a szabdlyos hiromszogre teljesiil.
A hiromszog oldalaira teljesiil, hogy

2 3
a) Sa +br+c2< K , b) 0<abcsK—,
2 27

c) 9<1,1,1 < oo,
K a b ¢
és az egyenlGség mindeniitt csakis a szabalyos hidromszogre igaz.
A hiromszog szogfelezdire igaz, hogy

a) Zlgisﬁ+j§+ff<l{41, b) §-Sfa+fb+ﬁ;<£§z,

3 <1,1,1 ¢o

K fa fi f
és az egyenlGség mindeniitt csupan a szabalyos hiromszogre teljesiil.
A hiromszdg magassigaira teljesiil, hogy

o) 0< qukfcsLﬁ;2

2
a) 0<m3+m3+m3<KT, b) 0<m,,+m;,+mc<-1izﬁ,

c) O<mambmcgﬂi d) QESL+L+L < oo,
72 K ma mp me

Y

ahol az egyenlGség csakis a szabélyos haromszogben igaz.
A hiromszog siilyvonalaira teljesiil, hogy

2 2
a) %SS}+S£+S3<3§_’ b) 3-4K-<s,,+sb+sc<K,

ahol az egyenl6ség csakis a szabdlyos hiromszogben igaz.
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5.11

5.12

5.13*

5.14

5.15

5.18

5.19

F5.11 - F5.19

Minden « -szog( paralelogramméra igaz, hogy
K% 16T >,

sin
és az egyenlGség csakis az o -szogid rombuszra teljesiil.
Minden o -szogd szimmetrikus trapézra teljesiil, hogy
k2. 16T > ¢,
sin &

€s az egyenlGség ponfosan akkor 4ll fenn, amikor a szar hossza a két alap
hosszénak szdmtani kézepe.
Egy konvex négyszog oldalai: a, b, c, d, félkeriilete pedig s, akkor

(s-a)s-b)(s-c)s-d)-T220,
és az egyenlGség csakis hirnégyszigre igaz.
Minden négyszogre teljesiil, hogy

K%-16T 20,

és az egyenlGség csakis a négyzetre igaz.
Béarmely paralelogramma 4tmérdjére igaz, hogy

K2 <42 K
4 2
€s az egyenl§ség csakis a négyzetre 4ll fonn.

Mindegyik négyszog dtmérSjére igaz, hogy K <4d <2K.
A négyszog ltal tartalmazott legnagyobb kor sugarara igaz, hogy

O<r < %. ahol az egyenlGség csakis a négyzetre teljesiil.
Konvex négyszoget tartalmazé legkisebb kor sugaréra igaz, hogy
K2 cp<K
8 4

és az egyenlGség csakis a négyzetre teljesiil.
Konvex himégyszog koréirt korének sugardra igaz, hogy

%S Ri < oo,

ahol az egyenlGség csakis a négyzetre 4ll fenn.

5.21

5.22

5.23

5.24

5.25%*

5.26

5.27

F5.20 - FS5.27

Tetszbleges n -szogre teljesiil, hogy

K?-4nT tglﬁ'?i >0,
és az egyenlGség csakis a szabélyos n -szogre igaz.
Az n -szdg (n > 3) dtmérdjére igaz, hogy

K<ig<K
n 2

Egy n -szog 4ltal tartalmazott legnagyobb kor sugardra igaz, hogy

0<r5——L—.
ngm
n

és az egyenlség csakis a szabélyos n -szogre all fenn.
Konvex n -szoget tartalmazé legkisebb kor sugarara igaz, hogy
K <Rr<K
2n tg 1-8’?3- 4
és az egyenlGség csupan a szabalyos n -szogre teljesiil.
Konvex hir n -szog koréirt korének a sugarara igaz, hogy

K SRk<oo,

2n tg_l&)g

n

és az egyenlGség csupén a szabilyos n -szogre teljesiil.
Béarmelyik n -szog oldalainak négyzetosszegére teljesiil, hogy

2 2
K cat+at+..+a} <K
n 2 .
és az egyenlGség csupén az egyenl$ oldali sokszogre all fonn.
Minden korcikkre igaz, hogy
K*-16T =0,

és az egyenl§ség csakis akkor 4ll fenn, amikor a korcikk szoge 2 radidn.
Tetszbleges negyedkorgyirire teljesiil, hogy

K- 16T 20,
és az egyenldség csakis akkor 4ll fenn, amikor a kiilsG és a belsé korok
sugarainak aranya: (4 + 7): (4 - 7).
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