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1. fejezet - A hazal matematikal
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

1. Torténeti hattér

Az 1867. évi kiegyezés utan fejlédés indult el a magyarorszagi matematika oktatdsaban. A kozépfoku
oktatasban bevezették a Trefort-féle tantervet, amely egészen 1899-ig érvényben volt. A tanterv matematika
tananyaganak kidolgozasaban olyan tudosok is részt vettek, mint Karman Mor és Kénig Gyula.

Karman Mor

Kdnig Gyula

E tantervben kozponti szerepet jatszott a fiiggvénytan és az algebra, mely hosszu idére meghatarozta a
kozépiskolai tananyag f0 irdnyvonalat, és indittatdst adott sok fiatalnak, hogy elmélyiiljenek a matematika
miivelésében. 1891. nov. 5-én kezdte meg mitkodését a Bolyai Janos Matematikai Térsulat, melynek kimondott
célja volt a hazankban a matematikai tehetségek segitése és felkarolasa azaltal, hogy lehetdséget adott
tudomanyos cikkek kozzétételére az altaluk inditott ,,Mathematikai és Physikai Lapok”-ban.
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

Bolyai Janos

1894-t6] a tarsulat minden év 6szén az abban az évben érettségizettek kozott Budapesten és Kolozsvarott
matematikai és fizikai versenyt szervezett ,,olyan czélzattal, hogy a versenyzOknek a nevezett szaktargyak
mivelésére vald ratermettsége megallapittassék”(Math. és Phys. Lapok, 3.k. 1894. 197-198). Ezt kivanta
segiteni Arany Daniel, a gy6ri realiskola matematika tanara, amikor 1894-ben meginditotta a ,,Kdzépiskolai
Mathematikai Lapok”-at, a mai K6MaL elddjét.

2. A KoMalL torténete

A KoMal 1893. december 1-én jelent meg elészor egy ,,mutatvanyszammal”, amelyben mar feladatokat
(tobbek kozt érettségi példakat is) kozoltek, majd 1894. januarjatdl folyamatosan megjelent.

A ey
e — . —

PUTEL T4 RSN |

MATEN AT LAICE.

2011. majus
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

rany Diniel (1863-1945

A kifejezetten az érdeklodd tanuldifjisagnak szolo cikkek mellett minden szamban megjelentek a kovetkezd
honapban bekiildendé feladatok, eleinte a hetedik-nyolcadik gimnazistaknak (17-18 éveseknek) sz6l6 szamozott
Feladatok” (1893 decemberétdl 1914 aprilisaig 2415 darab), majd 1900 januarjatol, 1-t6l 1390-ig szamozva a
15-16 éves korosztalynak szant ,,Gyakorlatok”. Kiilon, romai szdmozassal jelentek meg az abrazolé geometriai
feladatok. A lapban a példamegoldasok a bekiild6 iskoldsok dolgozatai alapjan késziiltek, a legjobbak neve
megjelent, az eredményeket a tanév végén Osszesitették, és a didkokat jutalmaztak. A Lapok versenye — a
tanarok kozremiikodésével — orszagosan elterjedt. Az elsé vilaghdbor miatt be kellett sziintetni a lap kiadasat, a
haboru alatt és utana néhany évig mas gondjuk volt az embereknek. Azonban 1925-ben egy ujabb tanar, Faragd
Andor gy gondolta, érdemes ujra kezdeni a matematikai lapot, nagyobb szerepet adva benne a fizikanak. A
megvaltozott nevli Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban igy elolrél kezdddott a feladatok és
gyakorlatok, illetve az abrazolé geometria feladatok szdmozasa. A lap masodik korszaka 1938-ig, az (ijabb
vilaghabora kezdetéig tartott, melynek sajnos Faragd Andor is aldozata lett. 1946-ban egy szegedi matematika
tanarnd, dr. Sods Paula, fiatal kezdd tanar kollégaja segitségével elinditotta a sajat terjesztésii stencilezett
Szegedi Iveket, amelybdl a Kozépiskolai Matematikai Lapok harmadszorra is Gijra indult.

r

- -

Sods Paula

A fiatal tanar, Suranyi Janos kozépiskolas koraban maga is bekiildte a lap feladatait, 6 lett az \j sorozat elsé
foszerkesztoje.

Suranyi Janos
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

A folyoirat kiadasat a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat lapjaként a miivel6dési minisztérium finanszirozta.
Ujra indult a feladatok szamozasa 1946-t6l, majd ismét kezdédtek a 15-16 éveseknek szol6 gyakorlatok 1952-
tdl. 1959-ben fizika rovattal és feladatokkal béviilt a lap, melyeket az E6tvos Lorand Fizikai Téarsulat gondozott.
A korabbi jol bevalt hagyomanyoknak megfeleléen minden tanévben pontversenyt hirdettek, a legjobb bekiildott
megoldasok megjelentek a lapban, csakligy, mint a verseny eredménye és a jo helyezést elértek fényképe. A
Kozépiskolai Matematikai Lapokat a 80-as években kezdték KoMaL-nak hivni, ez maradt a roviditése az utan
is, hogy 1992-t61 ismét Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok lett a neve és az E6tvos Lorand Fizikai
Tarsulat kiadasaban a két tarsulat kozos lapjaként, a Minisztérium és tovabbi alapitvanyok és cégek
tamogatasaval jelenik meg.

A feladatmegoldasok bekiildéi kozott évrdl évre olyan didkok nevei fordulnak eld, akik késdbb neves
matematikusként, fizikusként Oregbitették hazank hirnevét itthon és kiilfoldon egyarant. A lap 100 éves
fennallasanak jubileumi megemlékezésén a Magyar Tudomanyos Akadémia 1994. janudr 29-i eldadoiilésén sok
mai tudods és allamférfi dicséitette a ,,vilag egyik legelsd, legszinvonalasabb, leghuzamosabb ideig miikodoé és a
diaksagot leginkabb aktivizald” (Kalman Attila, Miivel6dési és Kozoktatasi Minisztérium allamtitkara) lapot. A
Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok archivuma ma egy kiilonleges, tobb mint egy évszazadot atdleld
feladat- és cikkgyiijtemény, mely a magyar matematika és fizika tudomanytorténetének része. Ez a — kezdetben
matematika, késobb fizikaval kiegésziilt — 1ényegében csak igényes szakmai anyaggal foglalkoz6, havonta
rendszeresen megjelend folyodirat két vilaghaborut és politikai rendszervaltasokat talélve alapozta meg a magyar
természettudomanyok hazai és kiilfoldi megbecsiilését. Kiilfoldon €16 és dolgozd tuddsaink is alatdmasztjak,
hogy a lap a maga szinvonalaval, torténelmével €s a természettudomanyos oktatdsra gyakorolt hatasaval a
vilagon egyediilallo. Még a cambridge-i egyetem sem mert felvallalni egy hasonlo, kdzépiskolas korosztalynak
szant lap inditasat Bollobas Béla, ott é160 matematikusunk kezdeményezésére.

Bollobas Béla

A lap szazéves alapitasanak évforduldjara az 1993. decemberi szam iinnepi visszaemlékezéseket, matematika-
¢és fizikatorténeti érdekességeket tartalmaz. A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok torténetének
legfontosabb adatai idérendi tablazatban e szam 496. oldalan talalhatok. Néhany kimaradt cikk pedig 1994
aprilisaban jelent meg a KéMalL-ban. Ezeket is érdemes elolvasni mindazoknak, akiket érdekel a folyoirat
multja. A centendriumi szam angol nyelvii valtozata 1994 juliusaban jelent meg a kiilf61di érdekl6ddk szamara.
M¢ég egy angol nyelvii kiilonszam késziilt 1996 augusztusaban, a Magyarorszagon, Miskolcon rendezett
Nemzetkozi Ifjusagi Matematikai Konferencia tiszteletére. A KoMaL 1994 és 1997 kozotti feladataibol és
cikkeibdl valogatott C2K (Century Two of K6MaL) cimi konyv a laphoz kapcsolodd harmadik angol nyelvi
kiadvany. A magyar nyelvii KéMaL-ban a mindenkori kitizott feladatok utani oldalakon (kiilon a matematika és
kiilon a fizika részben) mar sok-sok évtizede szerepel a feladatok idegen nyelvl forditasa is. Eleinte francia,
kés6bb angol, orosz, eszperantd, német valtozatok jelentek meg a kiillonbozé korok és szerkesztOk igényei
szerint. A legtobb koziiliik az angolra forditott feladatszoveg. Ezek megtalalhatok az elektronikus archivumban
is. Az Orszagos Miszaki Fejlesztési Bizottsag és a Miivel6dési és Kozoktatasi Minisztérium tamogatasaval
1993-ban, a KéMaL 100 éves jubileuma tiszteletére megjelent egy két lemezt tartalmazé CD is, amely a K6MaL
teljes 100 éves anyagat tartalmazza.
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

Kozépiskol
Matematiks
és Fizikai L

3. Matematikai versenyek kezdetei

A KoMal-ban a feladatokon és cikkeken kiviil évtizedekre visszamendleg nyomon kovetheték a magyar
matematika ¢és fizika oktatasaban nagy szerepet jatszd orszagos és nemzetkdzi versenyek. Néhany ilyen
versenypélda KoMalL-feladatként is megjelent, a legtobbszor azonban a versenybeszamolok 6rzik, hogy hol,
mikor, milyen eredményekkel és milyen feladatokkal rendeztek matematika vagy fizikaversenyt, az utobbi
években szamitastechnika, illetve komplex tanulmanyi versenyeket. Talan legfontosabb orszadgos versenyiink az
1894-ben Mathematikai és Physikai Tarsulat tanuléversenyeként alapitott orszagos matematikaverseny
(megalapitasa szerencsésen egybeesett a folyoirat indulasaval). Ennek a versenynek az utédja ma a Kiirschak
Jozsef Matematikai Tanuloverseny, amelyet akkor olyan matematikusok szerveztek, mint Rados Gusztav, Kénig

Gyula és Kiirschak Jozsef. Az 6 réviikon honosodott meg a matematika versenyek szervezeti formaja,
szinvonalas rendezése. Sok késébb vilaghirt szerzett matematikusunk nevét érzik a versenyek beszamoloi.

Rados Gusztav
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

Kurschak Jozsef

A versenyt minden évben 6sszel rendezték az abban az évben érettségizettek részére, harom feladattal. 1894 és
1913 kozott mindig megjelent a beszamold a lapban a Tarsulat versenyének dijazottairdl, a feladatokrol és a
megoldasokrol, melyek a feladat kitlizése utan egy késobbi szamban jelentek meg. Ugyancsak rendszeresen
tudositott a folyoirat az 1924 és 1938 kozott megrendezett versenyekrdl. 1925-ben nevezték a lapban el6szor ezt
a versenyt ,,E6tvos Lorand” matematikai tanuléversenynek. Idokézben megalapitottdk a matematikaverseny
fizika parjat is: 1925-ben a fizikaverseny is E6tvos nevét viseli. 1926-1939-ig Karoly Iréneusz paptanar nevét
vette fel a matematikahoz hasonlé feltételekkel inditott fizikaverseny. A II. vilaghabort utan, 1947-ben
kivételesen Bolyai Janos Tanuloverseny néven inditottak el ezt a matematikaversenyt, 1949-tdl pedig uj nevet
kapott Kiirschak Jozsef egyetemi tanarrol, a verseny korabbi lelkes szervezdjérdl. Ett6] kezdédéen rendszeresen
tudositott a Kozépiskolai Matematikai Lapok a Kiirschak versenyekr6l. 1956 6szén a forradalom miatt elmaradt
a verseny, azOta azonban Ujra minden évben indulhatnak rajta nemcsak az érettségizettek, de a fiatalabbak is.
Bar6 Eotvos Lorand nevét a fizikaverseny vette at 1952-t6l. A fizika rovat megalakulasa, 1959 6ta minden
évben lehet olvasni az E6tvos Lorand fizikai tanuloversenyr6l.

Fordulatot jelentett a matematikaoktatdsban az Orszagos Kozépiskolai Tandregylet és Beke Mano
kezdeményezésére a Matematikai Reformbizottsag megalakulasa 1906-ban, melynek célja a tanterv (1899-1926
kozott az ugynevezett Wlassich-féle tanterv volt érvényben, melynek koézponti témaja a fiiggvényfogalom volt)
megreformaldsa, a matematika Gjabb teriileteinek, eredményeinek beemelése volt a kdzépiskolai tananyagba.
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

lano (1862-1946)

A bizottsag tagjai kozott megtalaljuk Kopp Lajost, Rados Ignacot és Ratz Laszlot, az 6 neviik pedig garanciat
jelentett arra, hogy a reformok a matematika tanitdsanak szinvonalasabba tételét hozzak magukkal.

Ratz Laszlo

Az els6 Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 1923-ban indult matematikabol, a kozépiskola utolso
osztalyaiba jaroknak. A versenyekrdl szolo beszamolok 1924 és 1938 kozott jelentek meg a lapban. 1927-t6l a
fizika (illetve természettan) versenyek tételeit is kozolte a lap. 1947-ben Gjra kezd6dott e tavaszi verseny
szamozasa, s6t 1952-ben Réakosi Matyasrol, a kor hires-hirhedt politikus vezérérdl nevezték el a Tanuloversenyt.
Ma ezeket a versenyeket tekintjilkk az OKTV (Orszagos K6zépiskolai Tanulmanyi Verseny) elédeinek. 1950-ben
0j matematikaverseny indult a 15-16 éves korosztaly részére, a Kozépiskolai Matematikai Lapok orszagos
tanuloversenyeként, ezt tekintjiik ma az elsé Arany Daniel Tanuloversenynek, amely azdta szintén minden
évben megrendezésre keriilt. Kivételes rangjuk van az 1959 o6ta megrendezett Nemzetkdzi Matematikai
Diakolimpidknak. Az ezekrél sz6ldo beszamolok, minden évben részletes, megjegyzésekkel kiegészitett
megoldasok megtalalhatok a K6MaL archivumaban a talan legrangosabb vilagverseny példairol.

4. Feladatok

A matematika, mint szaktudomany mely teriiletein ért el kiemelkedé eredményeket Kiirschak Jozsef, Konig
Gyula és Rados Gusztav?

Keressen érdekes feladatokat a K6MaL els6 40 évének archivuméaban!
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A hazai matematikai
tehetséggondozas, versenyek
hagyomanyai

Milyen eredménnyel vettiink részt a nemzetkdzi Matematikai Didkolimpiakon az elmult 5 évben?

Oldja meg a kovetkez6 feladatokat (KoMaL 1996/2)! C.423. Egy derékszdgii haromszdgben a beirt kdrnek
az atfogon levd érintési pontja az atfogét x és Y hosszt szakaszokra osztja. Bizonyitsuk be, hogy a
derékszogl haromszog teriilete -LH!

Gy. 3038. Adott 50 kiilonbdz6 pozitiv egész szam, melyek egyike sem nagyobb 100-nal. Bizonyitsuk be,
hogy talalhatd koztiik néhany (esetleg csak egy), amelyeknek 6sszege négyzetszam!

F. 3107. Igazoljuk, hogy 19911 4 19921992 4 ... 4 1996'%% nem lehet teljes négyzet!

8
XMLmind XSL-FO Converter



2. fejezet - Az orszagos matematikai
versenyek rendszere, tipusai l.

1. A matematika versenyek tipusai

Mint lathattuk, hazankban a matematikai tehetséggondozasnak nagy hagyomanyai vannak. A versenyek szdma
évrél évre nd. Minden korosztaly az orszag minden részében megtalalhatja azt a versenytipust, ami
felkésziiltségének ¢és ambicidinak megfelel. A kovetkezOkben a teljesség igénye nélkiil a legismertebb,
legnagyobb hirii, legtobb diakot megmozgatd orszagos versenyeket mutatjuk be. Az orszagos versenyeket négy
tipusba sorolhatjuk:

* Egyéni, kifejtéses, indoklasos versenyek: pl. Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloéverseny, Arany Daniel
Matematikai Tanuloverseny, OKTV, Nemzetkozi Magyar Matematika Verseny, Varga Tamas
Matematikaverseny, Kalmar Laszl6 Matematikaverseny, stb.

» Egyéni teszt-versenyek: pl. Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny, Zrinyi Ilona Matematikaverseny,
Gordiusz Matematikaverseny, stb.

* Levelez6s versenyek: pl. KoMaL feladatmegoldd verseny, Abacus levelezd verseny, MicroProf levelezd
verseny, Kis Vakond verseny, stb.

o Csapatverseny: pl. Bolyai Matematika Csapatverseny. A versenyeket kiviil hazankban tobb szervezet,
alapitvany rendez matematikai taborokat, talalkozokat, szakkoroket: KoMal Ankét, Erdés Iskola,
Balatonberényi Matematika Tabor, Kenguru Matematika Téabor, MaMuT, stb.

Ezeken kiviil széles valasztéka van a regionalis, megyei szintll versenyeknek, melyeket a pedagogiai intézetek,
vagy egyes iskolak lelkes tanarai szerveznek meg és bonyolitanak le helyi szinten. Néhany orszagos verseny is
ilyen helyi kezdeményezésbdl indult, €s szélesedett ki.

2. Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny

A versenyt a Bolyai Janos Matematikai tarsulat hirdeti meg minden évben az Oktatasi Minisztérium
tamogatasaval.

A verseny két korcsoportban zajlik. A ,,kezd6k” csoportban versenyeznek a magyarorszagi kozépiskolakba jaro,
matematikabol 9. évfolyamos tanulok. (A két-tannyelvii és nyelvi elokészitds, 13 éves képzésben résztvevok 9.
és 10. osztalyos korukban a kezddk kategéridban indulhatnak.) A ,haladok” csoportban versenyeznek a
magyarorszagi kozépiskolakba jar6d, matematikabol 10. évfolyamos tanulok. (A két-tannyelvii és nyelvi
elokészitds, 13 éves képzésben résztvevok 11. osztalyos korukban a haladok kategoéridban indulhatnak.) Ezen
beliil kezdok esetén I. kategoriaba tartoznak azok a tanulok, akik a matematikat kotelezden legfeljebb heti 3
oraban tanuljak. A ,,Hatranyos Helyzet(i Tanulok Arany Janos Tehetséggondozd” program keretében, el6készitd
évben tanuld didkok a heti 6raszamtol fliggetleniil az 1. kategoriaban indulnak. II. kategéridba tartoznak azok a
tanulok, akik a matematikat kotelez6en heti 3 dranal tobb oraban, de nem specialis matematika tanterv szerint
tanuljak. III. kategoriaba tartoznak azok a tanuldk, akik a matematikat specialis matematika tanterv szerint
tanuljak. Haladok esetén Ossze kell adni a 9. és 10. évfolyamos heti matematika o6raszdmot, eszerint I.
kategoriaba tartoznak azok a tanulok, akik a két évfolyamon, egylittesen kdtelezen heti 6 oraban tanuljak a
matematikat. II. kategoriaba tartoznak azok a tanulok, akik a két évfolyamon, egyiittesen kotelezéen heti 6
oranal tobb oraban, de nem specialis matematika tanterv szerint tanuljdk a matematikat. III. kategoriaba
tartoznak azok a tanulok, akik a matematikat specialis matematika tanterv szerint tanuljak a 9. vagy 10.
évfolyam valamelyikén.

sy

crer

masodik forduldjaval. A masodik forduld id6pontja aprilis végére esik, egy idopontban az I. és II. kategoria
harmadik forduléjaval.
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A versenyek id6tartama minden esetben 240 perc, rendszerint csiitortdki napra hirdetik meg mindegyik fordulot.
Az iskolak versenyfelelései a tanuldikat a https://ad.bolyai.hu/ad versenyportilon nevezik, a hataridé altalaban
oktdber 20-a kortil van.

Mindkét korosztalyban az I. és II. kategoria elsé és masodik-, illetve a III. kategoria elsé forduldja ,,iskolai
fordul6”, vagyis a dolgozatokat minden versenyz6 sajat iskoldjaban irja meg. A kiilonb6zd fordulok feladatait a
versenyportalrol, a verseny napjan, reggel 8. 00 o6ratdl, a javitasi itmutatokat 19.00 6ratdl ,,.pdf” forméban
tolthetik le a versenyfeleldsok.

A dontd (mindkét korosztalyban az 1. és II. kategoéria harmadik-, illetve III. kategéria masodik forduldja)
dolgozatait kozpontilag irjak meg a versenyzok.

A kezddk és haladok 1. és I1. kategoria els6 forduldjaban, mindkét kategoriaban ugyanazt a feladatsort irjak meg
a tanulok. A kezdoék feladatsora négy, a haladoké 6t kifejtendd feladatbol all. A III. kategoria elsé forduldja
szintén iskolai forduld. A feladatlap 6t, az el6z6 két kategoria feladataitdl eltérd kifejtendd feladatbol all. A
versenydolgozatokat az iskola matematikatanarai, a kozponti javitasi utmutatd segitségével kijavitjak, a
versenyzOk eredményét megadott hatariddig rogzitik a portdlon és a megadott ponthatart elért versenyzdket
jelentkeztetik a kovetkezd fordulora. A dolgozatokat a tanév végéig meg kell Orizni (sziikség esetén a
versenybizottsag kérésére, rendelkezésre kell bocsatani). A masodik forduldban részt vesz a megadott ponthatart
elért Osszes versenyz0, akinek az eldbbiek szerint iskolaja felvezette eredményét és jelentkeztette a masodik
forduléra. Nem vehet részt a masodik forduloban az a tanulo, akinek eredménye nem keriilt felvezetésre és nem
jelentkeztették a masodik forduléra! A masodik forduld is iskolai, mindkét kategériaban ugyanazt a feladatsort
irjak meg a tanulok. Ez a feladatsor 5 kifejtendé feladatbol all, melyek a matematika kiilonb6zd teriileteit
érintik. A versenydolgozatokat ismét az iskola matematikatanarai, a kdzponti javitasi tmutatd segitségével
javitjak ki. A versenyzok eredményét a programban rogzitik és a megadott ponthatart elért versenyzok
dolgozatait postai titon a Bolyai Janos Matematikai Téarsulatba (1027 Budapest, F6 utca 68.) kiildik. Az orszagos
versenybizottsag a dolgozatok javitasat egységesiti és kijeloli a dontdbe jutd versenyzoket, iskoldikat legkésobb
a dontd eldtt egy héttel e-mailen értesiti, és a portalra kiteszi a tovabbjutok adatait. A dontén a versenyzok
kategoriajuknak megfeleld, kiilonbozo feladatsorokat kapnak. A donton altaldban harom feladatot kell
megoldani a tanuloknak. A dolgozatokat az orszagos versenybizottsag javitja.

A versenyz6k minden forduldéban csak a szervezd intézmény altal lepecsételt papiron dolgozhatnak. Semmilyen
elektronikus eszkozt (zsebszamoldgépet, mobiltelefont) nem haszndlhatnak, azokat a verseny helyszinére nem
vihetik magukkal. Hasznalhatnak viszont minden maguk altal hozott irdsos, nyomtatott anyagot (pl.
szakkdnyvek, tankdnyvek, fliggvénytablazatok) mindegyik forduldban.

3. Abacus matematikai lapok 10-14 éveseknek

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és a Matematikaban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany folyodirata 10-
14 éveseknek. Az Ujsag 14 rovatdban matematikaval és természettudomanyokkal kapcsolatos pontversenyek és
érdekes cikkek jelennek meg. Alapitotta: Roka Sandor 1994-ben.

Rdka Sandor

A folydiratban 3-8. osztdlyos tanuldk szamara vannak érdekes feladatok, melyek megoldasat levelezd
rendszerben lehet az Alapitvanyhoz bekiildeni. Kiilon feladatsorok vannak a 3-4. osztalyos, 5-6. osztalyos és 7-
8. osztalyos tanulok szamara. A feladatokon kiviil talalunk benne matematikatorténeti, logikai, informatikai,
csillagészati rovatot, sakk-feladvanyokat, beszdmoldkat altalanos iskolai matematikaversenyekrdl, érdekes
feladatokat és nehezebb problémakat. A K6MalL-hoz hasonloan itt is taldlunk fizikai rovatot, bekiildendd
feladatokkal. Ezenkiviil az el6z6 szdmban kozolt feladatok megoldasait is megtalaljuk. A hivatalos megoldas
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mellett a tanuldk altal bekiildottekbdl is mutatnak be Otletes megoldasokat. A versenyben elért pontszamokat
folyamatosan kozlik, a legjobb eredményt elérd tanulokat év végén jutalmazzak.

4. Bolyai Matematikai Csapatverseny

Mottoja: ,,Az 6sszedolgozas képessége az egyik legnagyobb érték az életben.”

A Bolyai Matematika Csapatverseny kozépiskolai tanarok kezdeményezésére, el8szor 2004 6szén kerdilt
megrendezésre, 5-8. osztalyos diakok évfolyamonként szervez6do 4 fOs csapatai szamara, eldszor Budapest 1.-
I1.-111. keriiletében. A kovetkezd években a fovaros mas keriiletei és vidéki megyék is csatlakoztak, igy az évek
soran a verseny orszagossa szélesedett. A verseny els6é forduldjat irasbeli munka, a masodik forduldt szobeli
kifejtés formajaban bonyolitjak le.

A verseny célja: segiteni a didkokat azon képességeik kifejlesztésében, hogy kozdsen, dsszedolgozva oldjanak
meg problémakat. Lehetdséget szeretnének teremteni arra, hogy atéljék az egyiittgondolkodas oromét, és a
logikus gondolkodas mellett készségeiket kozvetleniil is bemutathassak diaktarsaik el6tt, és Osszemérhessék
tudasukat.

A verseny résztvevoi: a versenyen azonos iskolaba jard 5-8. osztalyos tanulok évfolyamonként szervez6dé 4 fos
csapatai vehetnek részt (egy iskolabol akarhany csapat indulhat). A négy csapattagnak kdzosen kell megoldania
a feladatokat. A 3-6. osztalyosok egy-egy, a 7. és 8. osztalyosok két-két kategériaban versenyeznek aszerint,
hogy altalanos iskolai vagy gimnaziumi osztalyba jarnak. A verseny szabdlyai: az els6¢ forduléban minden
évfolyamon feleletvalasztos és irasbeli kidolgozast igényld feladatot is meg kell oldani a tanuléknak. Minden
évfolyamon a teljes munkaidé 60 perc. Az elsé 13 feleletvalasztos feladat szovege utan 6t lehetséges valasz
talalhat6 (A, B, C, D ¢és E), amelyek koziil tobb is lehet helyes. A valaszlapon a feladatokra adandd helyes
valasz betlijelének megfelelé négyzet(ek)be X-et kell beirni. A 14. feladat részletes kidolgozast igényel. Ennek
megoldasat az ezt kovetd laprészen kell kidolgozni. A versenyen csak iréeszkoz, korzd, vonalzd és szogmérd
hasznalhato.

Az els6 forduldt kovetden a versenyzd tanuldk és felkészitd tanaraik kozott megyénként 240 dijat osztanak ki.
Minden megyébdl kategoérianként az elsd helyezett tovabbjut a verseny 2. forduldjdba. Meghivjdk még
kategdrianként az orszagos Osszesitett lista tovabbi legjobb csapatait is. A csapatokat az irasbeli feladatok
pontszamai szerint csokkend sorrendbe allitjak, és évfolyamonként a legjobb csapatokat hivjak be a masodik,
szobeli forduloba. E forduld forgatokonyvérdl a behivon részletes tajékoztatast kapnak a masodik forduldba jutd
csapatok. A dontében elészor az elsé forduldhoz hasonlo irasbeli feladatsor var a versenyzokre, majd az itt elért
pontszam szerint kategérianként a legjobb 6 csapat még aznap a 3., szobeli fordulon donti el a végsé sorrendet.
A szbbeli forduldban résztvevd csapatoknak 15 percnyi felkésziilési id6 utan kell ugyanazon két feladat
megoldasat tabla felhasznalasaval, zsiiri eldtt kozdsen bemutatniuk, majd egyazon villamkérdésre kell valaszt
adniuk. (Az értékelés szempontjai: matematikai felkésziiltség, a bemutatads mindsége, dsszedolgozasi képesség).
Ezt kovetben alakul ki a verseny végeredménye az aznapi irasbeli és szobeli egylittes pontszama alapjan.
Holtverseny esetén a szdbelin tobb pontot szerzett csapat ér el jobb helyezést, amennyiben ez is azonos, akkor
az els6 forduloban magasabb pontszamot elért csapaté a jobb helyezés. A dontében a kategoriankénti legjobb 6
csapat részesiil jutalomban. A tanarokat induld didkjaik szama és eredményessége alapjan dijazzak, ugyanezen
szempontok szerint korzetenként és a dontdn egy-egy tanari f6dij is kiosztasra kerdil.

A versenyen az értelmi nevelés mellett azonos szerephez jut az érzelmi nevelés: kiilon erre a célra Gsszeallitott
zenei szerkesztéssel fogadjak a rendezvényre érkezdket. A versenyzok asztalan gyiimdlcs €s egy szal rdzsa varja
a csapatokat, a rozsa egy fehér papiron, amin ezt olvashatjak: ,,Az igazat érteni, a szépet érezni, a jot gyakorolni
kell!” és a papir aljan egy felszolitas: ,,Ezzel a viraggal a verseny utan szerezzetek valakinek dromet!”

5. Gordiusz Matematika Tesztverseny

Dr. Poronyi Gabor irdnyitasaval pécsi matematikatanarok 1996-ban feleletvalasztds tesztversenyt rendeztek
kozépiskolasoknak Baranya megyében a Zrinyi Ilona Matematikaverseny folytatasaként. A kedvezd
fogadtatason felbuzdulva a kovetkezd évtdl kezdve mar kétforduldos (megyei/korzeti, majd orszagos dontd
Pécsett) Gordiusz Matematika Tesztversenyt hirdettek meg és bonyolitottak le. A didkok hamar megszerették
ezt a versenyt, igy évrOl évre nétt a helyszinek és versenyzOk szama. A hataron tali diakok 1998-ban
kapcsolodtak be a versenybe eldszor. A Matematikdban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany 2004/2005
tanévtdl kezdddden szervezi a versenyt. Az elmult évben az induldk szama tobb mint 15000 volt. A két fordulos

11



Az orszagos matematikai versenyek
rendszere, tipusai I.

verseny (teriileti és orszagos) teszt formajaban keriil lebonyolitdsra. A versenyen 9-12. osztalyos tanulok
vehetnek részt.

A verseny elsddleges célja a matematika népszertisitése. A feladatsorok megoldasara forditott kevés id6 (egy
feladat megoldasara atlagosan 3 perc jut) gyors, fegyelmezett és logikus gondolkodasra nevel. A feladatok
szovegeinek megértésé¢hez fontos a magyar nyelv elemeinek pontos hasznalata. A versenyre vald felkésziilés
fejleszti a tanulok akaraterejét, kitartasat. A verseny kivald lehetéség az 10j, kétszintli érettségire vald
felkésziilésre is, mivel a kozépszintli érettségi elsé részében is rovid id6 alatt kell sok, kiilénb6z6 témahoz
kapcsolodo, egyszert feladatot megoldani.

A versenyen nem csak a magyarorszagi kozépiskolasok vehetnek részt, hanem a hataron tali erdélyi, karpataljai
diakok is (mindenki szamara magyar nyelvii a feladatlap!). A megyei (teriileti) fordulot sajat iskoldjukban,
illetve kijelolt korzeti iskolakban irjak meg a tanulok. Erre altalaban februar kozepén keriil sor. Az elsd
forduldban és a dontében is 30 feladatot tartalmazod, évfolyamonként kiilonbdzo feladatsort kell megoldani 90
perc alatt. Minden feladat utan 6t valasz szerepel, ezek koziil kell az egyetlen helyeset kivalasztani. A versenyen
a sok feladat miatt konnyli és nehéz feladatok is szerepelnek. A kddlapon rdgzitett valaszok értékelése
szamitogéppel torténik, igy az értékelés gyors és objektiv. Az értékelés a gimndziumi és szakkdzépiskolai
kategoriakban kiilon torténik. A megfeleld pontszamot elért tanuldkat hivjak be az orszdgos dontébe. A dontd
helyszine Kecskemét, aprilis masodik felében keriil megrendezésre. A nevezési dij 1000 Ft/f6, hataron tali
versenyz6knek 300 Ft/£6.

6. Kalmar Laszl6 Matematika Verseny

A Tudomanyos Ismeretterjeszté Tarsulat /TIT/ még az 1960-as években inditotta el a Kis Matematikusok Barati
Kore /KMBK/ mozgalmat. Ennek keretében a matematikdban tehetséges tanulok szakkori foglalkozasokon
vettek részt. Késobb versenyeket is rendeztek résziikre, elészor teriileti, majd 1971-tdl orszagos szintiit. Ez a
verseny 1977 Ota Kalmar Laszl6 nevét viseli, aki néhany héttel halala el6tt — mint a TIT Matematikai
Valasztmanyanak az elndke — még kozremiikodott a KMBK verseny orszagos dontéjének szervezésében és
lebonyolitasaban.

Kalmar Laszlo

A Kalmar Laszlo Orszagos Matematika Versenyt az 1980-as évek végét6l minden évben a TIT Teleki Laszlo
Ismeretterjesztd Egyesiilet rendezi meg a TIT megyei szervezeteinek a kdzremukddésével. A kétfordulds
versenyen el0szor a matematikaban kivételesen tehetséges 10-14 éves didkok vettek részt, kés6ébb kibdviilt a
verseny a 3-4. osztalyos korosztallyal. A megyei fordulot, amelyre barki jelentkezhet, megyénként tobb
varosban és Budapesten azonos idépontban tartjak (marcius kozepe). Ezeken évente koriilbelill 6000-8000 az
indulok szama. A verseny nevezési dija 1000 Ft/f6. A 3-4. évfolyamosoknak 60 perc, az 5-8. évfolyamosoknak
90 perc all rendelkezésre a hagyomanyos, 4-5 feladatbol allo feladatsor kidolgozasara. A két napos orszagos
dontébe az évfolyamonkénti 20-25 legjobb eredményt elért tanuld jut. Ezt altalaban jinius masodik felében
rendezik. A 3-4. osztalyos tanulok Nyiregyhazan versenyeznek, az 5-8. évfolyamosoknak rendezett orszagos
dontd helyszine pedig a vaci Tancsics Mihaly Mezdgazdasagi Szakképzo Iskola 1992-t6]. A dontd mindkét
napjan egy-egy, a megyeihez hasonlo feladatsort kell megoldani a versenyzéknek. A szabadidében a szervezok
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érdekes programokkal teszik emlékezetessé az itt toltott napokat. Ebben szerepel kirandulas a kornyéken,
(Visegrad, Vacratot, Godollé, Nagyborzsony) vagy vaci varosnézés, sportversenyek ¢és a feladatok
megbeszélése. A két nap legizgalmasabb része természetesen a vaci Varoshaza Disztermében megrendezésre
keriil6 eredményhirdetés. Ekkor mindenki részesiil elismerésben és eredményének fiiggvényében targyi
jutalomban is. A verseny célja kezdettdl fogva a tehetségek korai felkutatdsa és gondozasa. A verseny szakmai
iranyitdja 30 éven at dr. Reiman Istvan tanar ur, a Budapesti Miiszaki Egyetem professzora, a magyar
matematikai didkolimpiai csapat egyik vezetdje volt.

Urban Janos

Telefon: 06-1/266-2246
E-mail: tittelekiegyesulet@t-online.hu
Fax: 06-1/317-0989

Honlap: http://www.titteleki.hu

7. OKTV (Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny)

A versenyt az Oktatasi Hivatal szervezi, a matematikat szeret6 és azt eredményesen tanuld didkok
teljesitményének Osszemérésére a 11. és a 12. évfolyamon. A versenyzok legjobbjai koziil sok évtizede
orszagosan, illetve az egész vilagon elismert matematikus, kozmegbecsiilésnek 6rvenddé matematikatanar, alkotd
természettudos €s mérndk keriilt ki. Az elsd ilyen jellegli versenyt 1923-ban rendezték. A matematika orszagos
versenye 1947-t61 valt rendszeressé, de Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Versenynek csak 1957-t61 nevezték.
1967-ig egy kategéridban versenyeztek a didkok, 1967-t61 1973-ig két kategoriat, 1973-t61 1984-ig harom
kategoriat szerveztek. Négykategorias rendszer miikodott 1984-tol 1990-ig, ebben az idészakban jelent meg
eloszor onallo kategoriaként a szakkozépiskola. A szakkdzépiskolasok I., a nem specialis matematika tagozatos
gimnazistak II., végiil a specialis matematika tagozatosok III. kategoridjanak rendszere 1990 ota biztositja az
orszag legjobb kozépiskolas matematikusainak, hogy képességeiket 6sszemérhessék a versenyen. A verseny az
L. és II. kategoriaban 3 fordulos, a III. kategoriaban kétfordulos. Az els6, iskolai forduld oktoberben, a masodik
forduld (kozépdontd): januar elején, a harmadik forduld (orszdgos dontd) marcius elején keriil lebonyolitasra.
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Nevezési dij nincs. A résztvevok szama az els6 forduldban 5000 koriili szokott lenni, ennél tobben csak az angol
nyelv és idénként a biologia OKTV versenyein vesznek részt. A masodik forduldba jutd versenyzOk szadma
valtozo, de kategdérianként koriilbeliil 400 didk jut be. Az orszdgos dontdbe kategdrianként maximum 50 tanuldt
hivnak be. Minden forduld utan a versenybizottsag allapitja meg a tovabbjutas ponthatarat. 2008-t61 az 1.
kategoriaban a versenybizottsag javaslatara és az Oktatasi Hivatal egyetértésével és engedélyével a masodik
forduloban elért pontszam 20%-at a dontében elért pontszamhoz hozzaadjak, és ezzel alakul ki a végleges
sorrend. A masodik forduléba hivhatd versenyzOk szamat az Oktatasi Hivatal allapitja meg a kovetkezd
szabalyok szerint:

» 3000-nél tobb jelentkezo esetén legfeljebb 300 £6,
* 3000 és 600 kozotti jelentkezd esetén a jelentkezok legfeljebb 10%-a,
» 600-nal kevesebb jelentkezd esetén legfeljebb 60 f6.

A dont6be hivhatd versenyzOok szdmat a versenybizottsag az el6z6 forduldban elért pontszam alapjan allapitja
meg, ez a fentiek szerint 50-nél t6bb nem lehet.

Az 1. kategoridban a versenybizottsdg igyekszik valtozatos, alkalmanként a szakkozépiskolak oktatasi
gyakorlatdhoz kozelebb allo feladatokat kitlizni a versenyen. A masodik kategdriaban a versenybizottsag tobbek
kozott arra torekedett, hogy a tananyagban, az utobbi években nagyobb hangsulyt kapott 0j témak is
megjelenjenek a kitlizott feladatokban. A III. kategoria feladatai tovabbra is a magas szinvonalon tanult elméleti
anyag Otletes alkalmazasat igénylik. Az utobbi évek feladatai és megoldasai az Oktatdsi Hivatal honlapjan
megtalalhatok, régebbi feladatok pedig konyvekben, illetve a versenyvizsga.hu internetes oldalon
hozzaférhetok.

Telefon: 06-1/374-2100
E-mail: info@oh.gov.hu
Fax: 06-1/374-2485

Honlap: http://www.oh.gov.hu
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3. fejezet - Az orszagos matematikai
versenyek rendszere, tipusai ll.

1. Kurschak Jézsef Matematikai Tanuléverseny

A Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuloversenyt 1894-ben inditotta a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat és az
E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat kozds elddje, a Mathematikai és Physikai Tarsulat abbol a célbol, hogy
maradand6 emléket allitson bardé Eotvos Lorandnak, a tarsulat akkori elndkének vallas- és kozoktatasiigyi
miniszterré tortént kinevezése alkalmabol. A versenyt eleinte a ,,Mathematikai és Physikai Tarsulat versenye”-
nek nevezték, késébb ,,Mathematikai tanuloverseny”-ként emlitették, majd E6tvos halala utan ,,E6tvos Lorand
mathematikai tanuloverseny” lett a kialakult elnevezés. (Voltak id6kozben kisebb eltérések, a KoMaL
beszamoldja szerint példaul 1926-ban ,,E6tvos Lorant XXIX. mathematikai tanulmanyverseny”-t rendeztek.) A
versenyen eleinte 100, ill. 50 koronaval jard 1. és II. b. E6tvos dijban, ill. dicséretben részesitették a legjobb
versenyzoket. A verseny eredetileg megjeldlt célja ugyan a matematika és fizika szaktargyak miivelésére valod
ratermettség megallapitasa volt, fizika feladat sosem szerepelt a versenyen.

A versenyen érettségizett tanulok indulhattak és hasznalhattdk a magukkal hozott konyvet és jegyzetet. A
kezdetektdl egészen a mai napig érvényes, hogy egyetlen forduloban harom feladatra 4 6ra munkaidé all
rendelkezésre. A hagyomany szerint mindig eredeti, mas versenyen még nem szerepelt feladatokbol all ossze a
példasor. Fontos szempont még, hogy a feladatok megoldasa minél kevesebb eldismeretet, am annal tobb
oOtletességet és 1ényeglatast igényeljen. Nevezési dij nincs, a résztvevok szdma a 2009/2010-es tanévben 105 6
volt.

A KoMalL eleinte részletesen beszamolt a versenyrdl, a dijakat pedig maga Eotvos Lorand adta at. A kés6bbi
KoMaL beszamolok a feladatok ¢és megoldasaik ismertetésén tul csak a nyertesek adatait k6zolték néhany
sorban.

A versenyeket az els6 vilaghaboruig Budapesten és Kolozsvarott rendezték meg, az 1919 és 1921 kozotti harom
évben érthetd okokbol nem volt verseny, majd 1922-t61 Kolozsvar helyett Szeged lett a masodik helyszin. A
masodik vilaghabort alatt ismét kényszer(i sziinet kovetkezett: 1944 és 1946 kozott kimaradt 3 év, de egyuttal
az E6tvos Lorandrdl elnevezett matematikaversenyeknek is vége szakadt. Az alapit6é jogutddja, a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat 1947-ben szervezte Gjra a versenyt, am azt ekkor Bolyai Janosrol nevezték el. A szabalyok
pedig annyiban valtoztak, hogy az érettségi el6tt allo tanuloknak is megengedték az indulast. A verseny 1949-
ben kapta meg a jelenlegi elnevezését. Az Ujraindulds utan minden évben megrendezték a versenyt valamikor
oktober eleje és november eleje kozott, az egyetlen kivétel 1956 volt. (Az 1990-es taxisblokad alatt is
megtartottak a versenyt: Budapesten gyalog vagy kerékparon érkeztek a versenyzok az Arpad gimnaziumba.) A
Kiirschak-verseny sikerének két fontos tényezdjét emeljik ki. A kitlizott feladatok kivaldoan megfelelnek a
kezdetben megfogalmazott céloknak: a megoldashoz a kdzépiskolaban tanitott ismereteken til nincs sziikség
tovabbi tudasra, hanem sokkal inkdbb a matematikai gondolkodasmod alkalmazasaval lehet elérni a sikert.
fratlan hagyomany, hogy a feladatok megoldasahoz lehetSleg ne faraszté szamolas, hanem az osszefiiggések
atlatasa illetve egy-egy jo Otlet vezessen. Ebben a tekintetben a verseny talan a vilagon is egyediilallo. A verseny
sikerének masik kulcsa a Kiirschak altal elinditott munka, a Matematikai versenytételek. Ez az a konyv, amiben
az 1894 és 1928 kozotti versenyek feladatait (tételeit), azok megoldasat és a dijazottak neveit talaljuk. Kiirschak
tobb jol atgondolt megoldast is kozolt az egyes feladatokra, amiket szamos esetben kiegészitésekkel,
Jegyzetekkel” latott el. Ezekben a jegyzetekben a feladatok hatterére vilagitott ra, ramutatott a lehetséges
altalanositasokra, és olyan tételeket, mdodszereket ismertetett, amik az adott problémakor jobb megértését
segitették eld. Kiirschak 1933-ban bekovetkezett haldla utdn a verseny tovabbra is a fentiek jegyében folyt.
1964-ben megjelent a Matematikai versenytételek masodik kotete, Hajos Gyorgy, Neukomm Gyula és Suranyi
Janos szerkesztésében.

15



Az orszagos matematikai versenyek
rendszere, tipusai II.

Neukomm Gyula

A kotet az 1929 és 1963 kozotti versenyeket dolgozza fel, felépitése hiien koveti a Kiirschak-féle formatumot,
azzal a kiilonbséggel, hogy a dijazottak osztalyat is jelzik, amennyiben azok a verseny idején még nem
érettségiztek. A munka sikerét jol mutatja, hogy a versenytételek nemcsak a hazai, matematikai versenyeken
induld kozépiskolasoknak lett ,kotelez6 olvasmanya”, hanem 1963-ban napvilagot latott a Random House
kiadasaban megjelent angol forditds ,,Hungarian Problem Book” cimmel, amit késébb tovabb forditottak
japanra. A konyv 1972-ben megjelent roman nyelven, majd 1974-ben az orosz nyelvi kiadas kovetkezett, és
azdta tobb mas nyelven is elérhetévé valt a munka, igy tudunk példaul a perzsa valtozatrodl is. A versenytételek
evolucidja egyébként a megjelenésiik utan is folytatodott: tovabbi jegyzetekkel és megoldasokkal egésziilt ki az
ujabb kiadasok soran. A szerzOk hangstlyoztak, hogy a szerkesztés mindvégig az eredeti elgondolas
szellemében folyt. Neukomm Gyula 1957-ben, Hajos Gyorgy pedig 1972-ben hunyt el, ezt kdvetéen az utolsd
,-nagy oreg”, Suranyi Janos lett a szervezobizottsag elndke. Az 6 6nallo munkaja a versenytételek 3. és 4. kotete,
amiben az 1964 és 1987 kozotti, ill. az 1988-t6l 1997-ig rendezett versenyeket dolgozza fel. Suranyi Janos
1998-ban lemondott a szervezdbizottsagban betoltott elndki tisztségérdl. Helyét Karolyi Gyula vette at, aki
2002-ig volt tagja a bizottsagnak, majd érintettsége okan visszavonult. Suranyi Janos azonban 2006-ig, egészen
halalaig (a bizottsag tiszteletbeli elnokeként) részt vett a munkaban: a feladatok kivalasztasaban és a dolgozatok
javitasaban egyarant. Kiilonos egybeesés, hogy a verseny Ujrainditasat kdvetd 60. évben szervezett Kiirschak-
verseny eredményhirdetése volt életének utols6 napja.

A Kiirschak-versenyen elért dij volt az egyik els6 sikere szamos, kés6bb komoly tudomanyos Kkarriert befutott
egykori versenyzonek. A mar nem él6k koziil a teljesség igénye nélkiil az alabbiakat emeljiik ki (id6érendben):
Fejér Lipot, Karman Tédor Tivadar, Konig Dénes, Haar Alfréd, Szegd Gabor, Radd Tibor, Rédei Laszlo,
Kalmar Laszlo, Teller Ede, Bakos Tibor, Gallai Tibor, Szele Tibor, Schweitzer Miklos.

A habort utan jo darabig a Kiirschak-verseny mellett a III. és IV. osztalyosoknak az OKTV és az I. és II.
évfolyamon az Arany Daniel verseny jelentett tovabbi megmérettetési lehetOséget. Mindkét versenyen szamos
kategoriaban, tobb forduld utan valasztottak ki a legjobbakat. Mivel a Kiirschdk-versenyen mindez egy
forduloban tortént, és a teljes kozépiskolas mezony mellett az adott évben érettségizok is részt vehettek, a
Kiirschak-dij tekinthetd a legrangosabb elismerésnek, amit hazai matematikaversenyen kozépiskolas didk
elérhetett. A Kiirschak-versenyen elért helyezés (akarcsak most) szamitott a nemzetkdzi matematikai
didkolimpiara késziild csapat kerettagjainak kivalasztisakor. Tovabbi 1ényeges vonzerd volt, hogy az OKTV-
hez hasonloan, a Kiirschak-verseny elsd tiz helyezettjének nem kellett matematikabol érettségiznie, és az
egyetemi felvételi vizsgat is maximalis pontszammal szamitottak be. Tekintve, hogy nem a minisztérium
szervezte a versenyt, ez a Bolyai Tarsulatnak és a versenynek is egyfajta elismerése volt. Az 1990-es éveket
kovetden fokozatosan megvaltoztak a fenti feltételek. A felvételi rendszer reformjaval megsziint a kotelezd
felvételi kedvezmény: a lehetdséget az egyes egyetemekre bizta a minisztérium. A mai versenyek kozonsége a
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fenti okok miatt ennél sajnos joval kisebb. Mara ott tartunk, hogy az utébbi években a beadott dolgozatok szama
100 és 130 kozé esett vissza. Ennél persze valamivel tobben vesznek részt a versenyen, de a Budapesten kiviili
19 masik helyszinrdl altalaban nem érkezik adat a részvevok szamardl. A verseny lebonyolitdsa is megvaltozott.
A versenyz6k 2003 6ta nem hasznalhatnak sem irott, sem elektronikus segédeszkozt.

Telefon: 06-1/225-8410
E-mail: bjmt@renyi.hu
Fax: 06-1/201-6974

Honlap: http://www.bolyai.hu

2. Varga Tamas Matematikaverseny

1987-ben Reményi Gusztavné, az ELTE Trefort Utcai Gyakorlé Gimnazium és Laczkod Laszlo a budapesti
Fazekas Mihdly Gimnazium vezetOtandrai javasoltdk a BJMT oktatdsi bizottsagaban, hogy a Tarsulat
szervezzen és rendezzen — a kozépiskolasok versenyeihez hasonléan — az altalanos iskolak felsé tagozatos
tanuloi szamara tobbforduldés matematikaversenyt. A gondolatot a Tarsulat felkarolta, és gondos elékészitést
kovetden 1988-ban tutjara inditottdk az abban az évben még csak kisérleti jellegii, de az 1990/91. tanévtdl
kezdédden mar a magyar matematikaoktatast megujitd Varga Tamas nevét viselé matematikai versenyt.

- e
A

"

Varga Tamas

Az els6 6t évben kikristalyosodott a versenyeztetés rendje. Miutan megjelentek a 6 illetve 8 osztalyos
kozépiskolak, helyenként specialis tagozatokkal, emiatt mar évfolyamonként két kategoériaban versenyeznek a
tanulok. Hatodik éve a Varga Tamas Matematikaverseny szervezdje és rendezdje a székesfehérvari Hétvezér
Altalanos Iskola.

Az orszagos verseny haromfordulds: az elsd (iskolai) forduloban, melyet oktoéber/november hénapban
bonyolitanak le, a 7. és 8. osztalyba jarok versenyeznek matematika oraszamuktdl fiiggetleniil. A masodik
(megyei-févarosi) forduldba a legalabb 50%-os teljesitményt elérfket januarban hivjak be, de mar két
kategodriaban, attol fliggéen, hogy a versenyz6 matematika Oraszama meghaladja a heti 4 orat vagy sem. A
harmadik fordul6t (orszagos dontd) marcius/aprilisban rendezik ugyancsak 2-2 kategériaban, a magasabb
oraszamuak 1étszama kategdrianként max. 50-50, mig a kisebb draszamuakbol kb. 100-100 versenyz6 kiizd az
els6 harom helyezettnek jaro dijakért, és a tovabbi helyezésekért. A versenyre az iskolak 5000 Ft nevezési dijjal
inditjak tanulodikat, a nevezési lapot postai tton kiildik el a versenyt szervezd intézménynek. A verseny feladatait
a Tarsulat tagjaibol allo versenybizottsag (Deli Lajos, Kosztolanyi Jozsef, Pogats Ferenc, Rohovszky Rudolf,
Siposné Toth Krisztina) allitja 0ssze, €s tiizi ki. Ez a bizottsag javitja a dontd feladataira adott megoldéasokat, és
allapitja meg a versenyzék végsé sorrendjét. A versenybizottsag torekszik — ha nem is mindig sikerrel — az
iskolai tananyagra tdmaszkodd, azt minél szélesebben feldleld olyan feladatok kivalasztasara is, amelyek
talmutatnak a kotelezo iskolai gyakorld feladatokon. E valogatasi elv foszerepet kap a harmadik fordulora
kittizott feladatokban.

Az 1. forduldban 12 369 6 vett részt a 2009/2010 tanévben, a 2. forduldoban 1199 {6, mig a 3. forduldban 222
6.

Telefon: 06-22/504-358
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E-mail: vargatamas@hetvezer-szfv.sulinet.hu
Fax: 06-2-2/504-359

Honlap: http://www.hetvezer-szfv.sulinet.hu

3. Zrinyi llona Matematikaverseny

Az 1989/90-es tanévben Hariné Kun Eva javaslatira a kecskeméti Zrinyi Ilona Altalanos Iskola matematikai
munkakozosségének harom tagja (Csordas Mihaly, Galné Szalontai Maria és Hariné Kun Eva) elhataroztak,
hogy mindegyikiik rendez az iskola tanuldinak egy-egy matematikaversenyt. Ekkor Csordas Mihaly javasolta,
hogy az éltala szervezett versenyt varosi szinten 3-8. osztalyos tanuloknak rendezzék meg, €s a verseny formaja
feleletvalasztos teszt legyen. Az elsd versenyt 1990-ben rendezték meg. A hagyomanyos versenyektdl eltérd
forma nagy sikert aratott a tanulok korében. Ez arra buzditotta a szervezdket, hogy a kdvetkezd évben az egész
megyében, majd 1992-t61 orszagos szinten rendezzék meg a versenyt. 1993-ban az orszag minden megyéje,
1994-ben Budapest minden keriilete bekapcsolodott a versenybe. 1995-ben el6szor vettek részt a versenyen a
hatarainkon tal é16 magyar gyerekek Erdélybdl, Karpataljarol és Szlovakiabol. Az egész verseny szervezeti
formaja 1995-t61 megvaltozott, az addigi megyei szervezést egy kdzponti orszagos szervezés valtotta fel. Ennek
lényege, hogy az addigi megyénként eltérd szervezés egységessé valt. Ettl kezdve az addigi kézi javitast
szkenneres javitds valtotta fel. 1997-t6] az orszagos dontd idején a versenyzéket a Matekergo nevil ujsag
tajékoztatja a legfontosabb eseményekrél. A 2005. évi verseny Ota a feladatok javitdsa, az adatfeldolgozas a
Matematikaban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany (Kecskemét) sajat tulajdont szkennerével (a T-Mobile
Magyarorszag adta tdmogatasként) és feldolgozd programjaval (Cardinal Kft.) torténik. Ez még pontosabb és
gyorsabb feldolgozast tesz lehetdvé. 2007-t61 bevezették az interneten torténd nevezést. 2008-t61 megkezdddott
a Zrinyi és Gordiusz versenyek fokozatos O0sszevondsa. Az évek soran kialakult a verseny végleges formaja,
sajatos arculata.

Az 1. fordul6 kiirasa az interneten jelenik meg szeptemberben. A nevezést az iskolak szintén interneten tehetik
meg november végéig. A verseny nevezési dija 1000 Ft/fo, hataron tali tanuldk szamara 300 Ft/f6. Januar
végére szamitogéppel elkésziilnek a verseny lebonyolitdsdhoz sziikséges dokumentumok (tanuldk iilésrendje,
kodlap, feladatlapok). Februarban az utolsoé el6tti pénteken kertil sor az 1. forduld lebonyolitdsara megyénként a
szervezOk altal felkért 10-15 iskoldban. A koédlapok értékelését az alapitvany munkatarsai végzik szamitogép
segitségével. Vasarnap késo este keriilnek fel a pontszdmok az internetre. Itt mindenki megnézheti a sajat
pontszamait, megoldasait, és a kovetkezd hét szerdan 14 oraig nyujthat be kifogast a javitassal kapcsolatban. A
hataridé lejarta utan az eredmények véglegesek. A versenyt koveté masodik és harmadik héten minden
megyében megtorténik az tinnepélyes eredményhirdetés. Az egyéni eredmények mellett az egyes iskolak harom
fos csapatait is értékelik, igy az iskolak kozott is folyik verseny. A megyei eredményhirdetés utdn az
eredmények azonnal lathatéak az interneten. Az orszagos donté harom napos, altalaban Kecskeméten (2007-ben
Veszprémben ¢és 2010-ben Székesfehérvaron) rendezik, a versenyt gazdag szabadidds programok egészitik ki.
Ezeken a dontébe jutott 430-450 tanulo és hivatalos kisérdik ingyenesen vehetnek részt.

Minden évfolyam feladatsorat egy gyakorld pedagogus allitja 6ssze. A feladatsorok Osszeallitdi szeptemberre
olyan feladatokat keresnek, amelyeket tobb évfolyam feladatsoraban is szerepelhetnek. Ezek koziil és a Mategye
Alapitvany altal kiirt palyazatra érkez6 feladatokbol kivalogatasra keriilnek a feladatsorokban szereplé kozos €s
hasonl6 feladatok. A feladatsorok eldszor egy belsd lektoralason mennek at (mindegyik feladatsort harom masik
készit6 nézi at és javitja), majd két kiilso lektor véleményezi a feladatsorokat. Ezutan késziilnek el a végleges
valtozatok. Az alapitvany a feladatsor Osszeallitasaért jardo Osszeg nagyobb részének kifizetését feltételek
teljesitéséhez koti. Ilyenek példaul a kovetkezOk: a megyei feladatsor elsé 6todének megoldasi atlaga 80%
feletti, a hibatlan megoldok szdma 1 és 5 kozotti, az orszdgos dontébe jutas ponthatara az elérhetd maximalis
pontszam 80-90%-a, a dontd gydztesének eredménye 90% feletti legyen, a dijazott helyeken ne legyen
holtverseny, stb. Ez a rendszer garantalja a jo feladatsorok eldallitasat. A feladatsorokban az egészen egyszeri
és a nagyon bonyolult feladatok is helyet kapnak. A verseny — a kezdeti idegenkedést lekiizdve — szakmai
kordkben is egyre elismertebb lett. Az 1995/96 tanévtdl kezdve tobb éven at a MOZAIK moédszertani napok
keretében Csordas Mihaly és Nagy Tibor az orszag kiilonbdz6 varosaiban (Budapest, Gydr, Miskolc, Pécs,
Szeged, Székesfehérvar és Szombathely) el6adast tartottak a verseny tanulsagair6l. Az 1995. évi békéscsabai és
a 2005. évi salgotarjani Ratz Laszl6 vandorgytilésen Csordas Mihaly feladatmegold6 szeminariumot tartott a
verseny feladataibol. A 2009. évi veszprémi Ratz Laszl6 Vandorgylilésen Csordas Mihaly és Csordas Péter
tartottak eldadast a verseny szervezeti formajardl és a verseny feladatainak megoldasa soran eléfordul6 tipikus
gondolkodasi hibakrol. Azota is egyre tobbszor jelennek meg cikkek szakmai folyoiratokban, amelyek a verseny
feladataival, tanulsigaival foglalkoznak. A verseny elinduldsakor a szervez6kben megfogalmazddott, hogy
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sokféleképpen lehet valamit csindlni, de csak jol érdemes. A verseny mindenkori szervezdit ez az igényes
munkara val6 torekvés mind a mai napig jellemzi. Ez tette lehetové, hogy az egész rendezvény Kkicsit a
matematika iinnepévé valt, s Kecskemét a legnépesebb magyarorszagi matematikaverseny kdzpontja lett.

A résztvevOk szama a 2009/2010-es tanévben az 1. forduldban 52 563 6 volt, a 2. forduléban 435 6 volt.
Telefon: 06-76/483-047

E-mail: mategye@mail.datanet.hu

Fax: 06-76/483-047

Honlap: http://www.mategye.hu

4. Feladatok

s

Allitson 6ssze 9-10. évfolyamos didkok szamara iskolai valogatd versenyhez feladatlapokat, kifejtendd
valaszt igényl6 feladatokkal, valamint készitse el a megoldasi Gitmutatot is!
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4. fejezet - A teszt-versenyek
feladattipusai

A hazai matematikaversenyek sordban a legkésébb — csak az 1990-es évektdl kezdédéen — honosodtak meg a
teszt jellegli matematikaversenyek. Els6ként a Zrinyi Ilona Matematikaverseny indult el, majd azt kovette a
Gordiusz és a Nemzetkozi Kenguru Matematika Verseny. Ma mar egyre tobb helyi, vagy megyei szintii
versenyt is teszt formajaban bonyolitanak le (pl. Hajnal Imre Matematikai Tesztverseny). A tesztversenyeken
eléfordulnak nyilt végli kérdések és eldontendd kérdések egyarant, altalaban 4-5 adott valasz koziil kell a
helyeset kivalasztani. A feladatok jellemzden jatékos formaban vannak megfogalmazva, gyakran abrakkal
kiegészitve, és nehézségi szintjiik is kiillonbozd, versenyenként altalaban fokozatosan nehezednek (nehezebb
feladatok természetesen tobb pontot érnek). Kezdetben bizonyos ellenallas volt tapasztalhato a tanarok részérél
a tesztversenyekkel szemben, mert a gondolkodasi folyamatot és a feladatok részletes kidolgozasat ezeken nem
lehet nyomon k&vetni, ami a hagyomanyos versenyeknél pedig a legfontosabb szempont. A tesztversenyek mas
tipusu készségeket, képességeket igényelnek, mint a hagyomanyos versenyek. A matematika tananyag
ismeretén kivil itt sziikség van a tanuld dontési képességére, logikai készségére, gyors gondolkodasra,
kreativitasra, viszont kevésbé van sziikség a pontos matematikai szimbolizmus és szaknyelv hasznalatara. Mivel
ezek a feladatok sokszor gyakorlatiasak, ezért az ilyen gondolkodast, gyakorlati problémak irant érzékenyebb,
de esetleg kevésbé preciz matematikai tuddssal rendelkez6 tanuldok sokszor eredményesek az ilyen tipust
feladatok megoldasaban. A problémamegold6 gondolkodast a tesztfeladatok ugyanolyan jol fejlesztik, mint a
kidolgozand6 feladatok, de az a tény, hogy a részletes kifejtést nem kell leirni, sokkal t6bb tanul6é szamara teszi
elérhetévé a versenyen valo részvételt, és igy tobb tanulonak nyujt sikerélményt a matematikaval kapcsolatban,
mint a hagyomanyos versenyek. A Kenguru versenynek kimondott célja, hogy a matematikat kdzelebb hozza a
tanulok minél szélesebb rétegeihez, és lehetoséget biztositson egy-egy iskolabdl a didkok nagy tomegének a
versenyen valo induldsra — akar a matematikabol gyengébb eredménnyel rendelkezéknek is. A matematika
orakon valo eredményesség sokszor nem a készségeken, képességeken mulik, hanem a szorgalom, hozzaallas,
matematikaval szembeni attitiidok, iskolatipus, stb. is befolyasolja. A tesztversenyeken valod részvétellel éppen
ezeket a hianyossagokat lehet athidalni, és nagyobb motivaciot nylijtani a tanuldknak. Az egyik ellenérv az ilyen
tipusu versenyekkel szemben az volt az els6 idékben, hogy a matematika oktatdsaban a szdmonkérésben nem
szoktunk tesztfeladatokat adni, mert hagyomanyosan azt kérjilk szamon a tanuloktol, hogy minden 1ényeges
momentumot, gondolati egységet irjanak le, ami moédszertani szempontbol nagyon helyes. Ma mar ez a kritika
nem tiinik helyénvalonak, mert a kdzépszintli érettségi 1. részében pontosan ilyen jellegi rovid feladatok
szerepelnek (bar tobbségiik nem feleletvalasztds, hanem nyilt végili). Ez a fajta gondolkodasi mod, melyben a
dontésnek, a biztosan hibas valasz kiszlrésének lényeges szerepe lehet, a gyakorlati élet sok teriiletén
hasznosithatd képességek elsajatitasat segiti. Egy masik ellenérv, hogy nem hozza ki a igy a matematika
tudasbeli kiilonbségeket a tanulok kozott, hiszen ,,véletleniil” is eltalalhatja a jo valaszt valaki akkor is, ha nem
tudja a pontos eredményt kiszamolni. A tapasztalat azt mutatja, hogy a hagyomanyos versenyeken jol szerepld
tanulok a tesztversenyeken is jo eredményeket érnek el, és emellett azoknak is sikerélményt nyujthatunk, akik
ezt a hagyomanyos feladatmegoldé versenyeken nem tudnak elérni.

A feladatsorok osszeallitoi nagy gondossaggal valasztjak ki a feladatokat, a nehézségi szinteket is be kell
allitaniuk. A feladatok nemzetk6zi szinten is megalljak a helyiiket. A tesztversenyek egyik pozitivumaként
szoktak felhozni, hogy a javitas, a tesztlapok feldolgozasa gyorsabb és egyértelmiibb, ma mar gyakorlatilag
szamitogép végzi. Ezaltal biztositva van a teljes objektivitas is. Egy masik pozitiv vonas, hogy mig a
hagyomanyos versenyeken 4-6 feladat van atlagosan, addig tesztfeladatbol 20-30, ami azt jelenti, hogy a
matematika sokkal tobb teriiletét felolelhetik a feladatok, ezaltal a tanuldok tudasardl szélesebb spektrumban
tdjékozddhatunk. Ma mar tobb olyan honlap is taldlhatd, amelyen ilyen tesztfeladatok szerepelnek, akar
érettségire, akar versenyre felkészités céljabol (pl. www.microprof.hu), valamint évente tobb kiadvany is
megjelenik a lezajlott versenyek feladataival, melyek mind a felkésziilést segitik. Mivel manapsag a matematika
tanitasanak egyik kritikus pontja a motivacio, a tanuloi érdeklodés felkeltése, a tesztversenyek kitalaloi és
lebonyolitéi uttéré munkat végeznek ezen a téren, ami méltanylando teljesitmény, és nem kis segitség a
tanaroknak a mindennapi munkaban.

A tovabbiakban a 7-12 évfolyam szamara készitett tesztversenyek feladataibol mutatunk be néhanyat,

egyszerlibb és nehezebb feladatokat egyarant, €s néhany didaktikai megjegyzést fliziink hozzajuk. A tesztek
megoldasat az olvasdra bizzuk.

1. Tesztfeladatok 7-8. osztalyosoknak
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A teszt-versenyek feladattipusai

Konnyebb feladatok (3 pontosak):

1.

Az aléabbi kifejezések koziil melyiknek legnagyobb az értéke?

A) 100,001 - 100 B) 001 : 100 ) 10000 - 100 : 10 D) 0,1 -0,01 - 10000 E) 100 0,01

A parkban 64 pad van, melyek koziil 18-cal tobb padon iilnek, mint ahany iires. Minden padon, amin iilnek,
két ember pihen. Hanyan {ildogélnek a parkban?

A) 41 B) T4 C) 46 D) 36 E) 82

Mekkora a legnagyobb szam azon 11 szomszédos egész szam koziil, melyek dsszege 0?

A) 5 B) 6 C) 11 D) 4 E) 7

Krisztian 17 g vizhez 3 g so6t kevert. Hany szazalékos sooldatot kapott?

A) 6 B) 17 C) 16 D) 15 E) 20

Afrika a maga 30 milli6 négyzetkilométeres teriiletével a harmadik legnagyobb foldrész Azsia és Amerika
4

utan. Afrika teriiletének 5 részét sivatag vagy szavanna boritja. Hany millié négyzetkilométer sivatag és
szavanna talalhat6 6sszesen Afrikaban?

A) 45 B) 45 C) 24 D) 24 E) 25

A viragnektar 70% vizet tartalmaz, és 17% méz késziil bel6le. Hany kg nektart kell gytijteni a méheknek 1 kg
mézhez?

A) 55 B) 475 C)

[}

D) 588 E) 3838

Az Operencias-tenger mindkét partjan van egy-egy kikotd. Mindkettébdl minden reggel 7 érakor indul egy-
egy hajo a masik kikotdbe. Az Gt 170 o6raig tart. Egy hajon utazva hany hajoval talalkozunk szembe?

A) 8 B) 13 C) 15 D) 14 E) 7

Hae —(a —(a —(a—(a—1)))) =1 akkor a =

A) 2 B -1 C 1 D) -2 E) 0

Egy haromszognek van két 7 cm hossza oldala. A harmadik oldal hossza cm-ben mérve egész szam.
Legfeljebb hany cm lehet a haromszog keriilete?
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A teszt-versenyek feladattipusai

A) 14 B) 15 C) 21 D) 27T E) 28
10.

Egy osztalyba 21 tanuld jar. Az osztalyba jard lanyok kozott nincs két olyan, aki fiu osztalytarsai koziil
ugyanannyinak tetszik. Legfeljebb hany lany jar ebbe az osztalyba?

A) 5 B) 6 C) 9 D) 1 E) 15
Megjegyzés: Ezek a feladatok alapvetd ismeretekre épiilnek, altalaban egy kulcsgondolat kell a valasz
megadasdhoz, vagy egy rovid szamolas. Legtobbszor kozvetleniil egy tanult definicid, tétel vagy szabaly

felismerésén alapulnak.

Kozepes nehézségii feladatok (4 pontosak):

11.
Mely szamjegyeket toroljiik az 592647 szambol, hogy a legnagyobb haromjegyti, paros szamot kapjuk?
A) 2,4,6 B) 2,56 C) 2,6,77D) 2,45 E) 2 5 7
12.

Kriszta kertjének alaprajzat latod az abran. A tavolsagok méterben vannak megadva. Hany m2 a kert teriilete?

20

25

A) 800 B) T

o
=

C) 850 D) 900 E) 700
13,

Egy régi tipusu kenyérpiritd egy perc alatt 4 szelet kenyér egyik oldalat tudja megpiritani. Minimum hany
perc kell 9 szelet kenyér mindkét oldalanak a megpiritasahoz?

A) 5 B) 6 C) 4 D) 8 E) 7

14,
Az elmult 6t évben €s idén nagypapa ¢letkora oszthato volt unokajaéval. Hany éves lehet a nagypapa?
A) 64 B) 90 C) 66 D) 68 E) 86

15.
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A teszt-versenyek feladattipusai

Jani, Feri és Jozsi egy almasban dolgoznak. Jani 30 perc, Feri 45 perc, Jozsi 36 perc alatt szed tele egyediil
egy ladat almaval. Mennyi id6 alatt szednek 3 lada almat egyiitt?

A) 36 B) 54 C) 111 D) 30 E) 37

16.
Egy sakkmester szimultant ad. Az els6 o6rdban a befejezett jatszmak 90%-at nyeri meg, és 1 partit veszit el. A
szimultan befejezésekor a mester az elsé oraban be nem fejezett jatszmaknak csak a 20%-at nyeri meg, 2
partit elveszit és 2 parti dontetleniil végzddik. Hany partit nem fejezett be az elsé oraban?
A) 6 B) 7 C) 4 D) 5 E) 8

17.

m-a-t-e-m-a-t-i-k-a

Mennyi a k-&-m-y-v tort értéke, ha a kiilonb6zd betlik kiillonbdz6, az azonos betiik
azonos szamjegyeket jelolnek, és a szamlaloban és a nevezdben is ezen szamjegyek szorzata szerepel?

A) 252 B) 5040 C) 2520 D) 0 E) 40320

18.

Ot év mulva Karcsi haromszor annyi idSs lesz, mint 3 éve volt. Hiny éves most Karcsi?
A) 5 B) 6 C) 4 D) 8 E) 7

19.

Ha a 24009-et és a 41982-t ugyanazzal a négyjegyli szammal elosztjuk, mind a kétszer ugyanazt a maradékot
kapjuk. Mi ez a maradék?

A) 45 B) 41 C) 42 D) 43 E) 44
20.

Egy 5 cm x 7 cm -es téglalapot 1 cm x 1 cm -es négyzetekre osztunk. Hany négyzeten halad at a téglalap
egyik atlgja?

A) 9 B) 12 C) 7 D) 1 E) 13

VIDEO

Megjegyzés: A kozepes nehézségli feladatok mar tobb gondolkodast igényelnek, de altalanos iskolai
ismeretekkel mind megoldhatok. A logikus gondolkodasra, az ismeretek 1j, alkotd modon vald alkalmazasara
ezeknél mar nagyobb sziikség van.

Nehezebb feladatok (5 pontosak):

21.

Egy hajo hosszanak, arbocmagassaganak, a hajokapitany és kisfia életkoranak szorzata 303335. A szamok
pozitiv egészek. Hany éves a kapitany?

A) 37 B) 31 C) 29 D) 35 E) 33
22,

A valaszokban szerepld rajzok koziil melyik abrazolja azt a kockat, amelyet az abran lathatd testhalobol
készithetlink?
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A teszt-versenyek feladattipusai

o|f v-' 2

B) ) D)

23.

Hét rablé a zsakmanyolt aranyat gy osztja el, hogy névsor szerint vesznek annyit, amennyi az ott 1évd
aranyak szdmanak a szamjegyeinek az Osszege. Két teljes kor utan az aranyak elfogynak. Mindenkinek
ugyanannyi jutott, csak a vezérnek lett tobb. Hanyadik a vezér a névsorban?

A) 3 B) 2 C) 1 D) 4 E) 5
24.

Timi és Tomi ugyanabban az évben sziilettek, mindketten vasarnap. Timi aprilis k-adikan, Tomi pedig majus
Hk-adikan. Hanyadikan sziiletett Tomi?

A) 20 B) 25 C) 15 D) 10 E) 30
25.

Mennyi a szamjegyek dsszege a legkisebb olyan természetes szamban, amely 6-ra végzddik, és ha ezt a 6-0st
a szam végérol toroljik, és atirjuk a szam elejére, akkor az eredeti szam 4-szeresét kapjuk?

A) 30 B) 24 C) 27 D) 18 E) 21
26.

Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek legnagyobb valddi osztoja éppen 15-szordse a legkisebbnek
(egy szamnak 1 és 6nmaga nem valodi osztoja)?

A) 0O B) 1 C) 2 D) wvégtelen sok E) mas érték
27.

Hany olyan 10-nél nagyobb, 1000-nél kisebb természetes szdm van, amelyben a szamjegyek ndvekvd
sorrendben kovetik egymast? (Példaul a 469 ilyen, mert 4 << 6 < 9.)

A) 84 B) 135 C) 120 D) 500 E) 495
28.

m

Péter allando sebességgel kerékparozott el otthonrdl a nagymamadjahoz. Ha 3 s -mal nagyobb sebességgel
m

haladt volna, akkor haromszor olyan gyorsan odaért volna. Hanyszor olyan gyorsan ért volna oda, ha 6 5-
mal ndvelte volna meg a sebességét?
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A teszt-versenyek feladattipusai

A) 4 B) 45 C)

[ ]

D) 6 E) 75

29.
Egy szamitogépes jatékban a képernyon talalhatd piros és kék korokkel egy 1épés soran az a valtozas
torténik, hogy 3 egyforma szindi kor helyett 2 masik szinti kor jelenik meg. Ha kezdetben 5 piros és 7 kék kor
volt a képen, akkor az alabbi esetek koziil hanyat kaphatunk meg néhany 1épés utan: 1 piros és 1 kék, 9 piros
és 1 kék, 1 piros és 9 kék, 2 kék?
A) 3 B) 2 C) 1 D) 0 E) 4

30.
Hanyféleképpen lehet elhelyezni 4 lila és 4 z61d korongot egy egy 4x4-es tablan tigy, hogy minden sorban és
minden oszlopban egy lila és egy zold korong legyen (egy mezdre csak egy korong tehetd, és az elforgatassal
vagy tiikrozéssel kapott allasokat kiilonboz6knek tekintjiik)?
A) 108 B) 162 C) 216 D) 324 E) 432

Megjegyzés: A nehezebb feladatok akar 9-10 évfolyamos tanulok szamara is nehézséget jelenthetnek, ezért a

versenyeken gyakori, hogy atfedés van a feladatok kozott: néhany a nehezebb 7-8.-os feladatok koziil
megjelenik a fels6bb évfolyam feladatai kzott is.

2. Tesztfeladatok 9-10. osztalyosoknak

Konnyebb feladatok (3 pontosak):
1.
1
Péter azt mondta, hogy a konyveinek 25%-a regény, 9-ed része pedig verseskotet. Elarulta még, hogy 50-nél

tobb, de 100-nal kevesebb konyve van. Hany kényve van Péternek?

A) 54 B) 56 C) 64 D) 72 E) 98

A vérosi kutyapecér valasztasokon 5 jelolt indult. Semelyik két jelolt nem kapott ugyanannyi szavazatot, a
gy6ztesre 10-en szavaztak. Legfeljebb hany voksot gyiijthetett a legkutyaiitobb kutyapecérjel6lt?

A) 6 B) 4 C) 7 D) 3 E) 5

Egy étteremben egy foételért 2250 forinttal tobbet kell fizetni, mint egy desszertért. A foétel és a desszert
egyiitt 12-szer annyiba keriil, mint a desszert. Mit mondhatunk a desszert arardl forintban?

Al 190 s 20 kEebtt By X0 s 250 kiedtt C) 2106 230 kbzbtt I 100 forint felett I AR e 0D kbeoat

Egy digitalis 6ran egy nap soran 00:00-t61 23:59-ig hany percen at lathatok a 2, 0, 0, 6 szamjegyek egyszerre
valamilyen sorrendben?

[}

A) 1 B) 2 € 3 D) 4 E)

Rakd a kovetkez6 négy szamot novekvd sorrendbe: A= (_2:]_2, B = (_3:]_3, C = (_4:]_4
,D = —777!
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A) DABC B) ABCD C) BCAD D) DBCA ) egyik sem

Egy szem meggy husa ugyanolyan vastag rétegben boritja a magot, mint amilyen vastag maga a mag.
(Tekintsiik a meggyet is, a magot is gdmbnek.) Hanyszorosa az ehetd rész térfogata a mag térfogatanak?

Ay 27 B) 9 C) 26 D) 3 E) 7

Mennyi a b szamjegy értéke, ha bb = b -+ b - b + b, ahol bb kétjegy(i szamot jelo1?

A) 5 By 9 C) 7 D) B E) 6

Az alabbi szamok koziil melyik lesz minden n természetes szam értékére paratlan?

A) 2003n B) n?42003 C) n® D) n+2004 E) 2n? 42003

Mi a legnagyobb n kitevd, melyre a 8™ osztoja a 44+*-nek?
A) 20 B) 44 C) 13 D) 8 E) s8
10.

Az abran lathat6 mindegyik kor teriilete b, a négyzeté pedig @ (I). Mekkora a harom kort koriilvevé gorbével

hatal‘olt SlkldOl‘n (II) teIu"lete !
!
.

A) 35 B) 2a+b C) a+2s D) 3a E) a+b

Megjegyzés: Ezek a feladatok még inkabb az altalanos iskolai tananyagra épitenek, mint a csak kozépiskolaban
tanultakra, de megoldasukhoz alapos tudas sziikséges. A kiillonb6z6 nehézségi szinteken megfigyelhetjik, a
matematika minél tobb teriiletérdl valogatnak feladatokat: geometriai, szamelméleti, algebrai jellegli feladatok
egyarant szerepelnek. Itt még tobb a gyakorlati jellegti feladat, a késébbiekben (kozepes és nehezebb feladatok)
mar tobb matematikai formalizmus szerepel a feladatok szovegezésében.

Kozepes nehézségii feladatok (4 pontosak):

11.
Egy udvariatlan férfi megkérdezte Agnes asszonytol, hany éves. A holgy igy valaszolt: ,,Ha 100 évig fogok
¢élni, akkor mostani életkorom haromnegyede egyenlé a hatralévlé éveim szamanak felével." Hany éves
Agnes asszony?
A) 32 B) 40 C) 52 D) 64 E) 80

12.

Mi az alabb vazolt fliggvény hozzarendelési szabalya?
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-1 4

A) lz—-1]+1 B) |lz|+1]-1 C) |x—=1|+1 D) |[z=1] =1 E) |lz+1]-1|
13.

Milyen vektor lesz a téglatest egyik csticsabdl kiindulé harom oldalvektor és harom lapatlovektor 6sszege?

A) egyik lapitlival parhuzamos B) egyik oldalvekior bbszirise ) egyik testatld infnyAba mutat D) egyik sem  E) nullvekior
14.

Az ABC haromszog B cstcsabdl induld félegyenes az A oldalt a I pontban metszi. Az igy keletkezett

C DB szog egyenld a haromszog A BC szogével. Mekkora a B szakasz hossza, ha AD = 7 és DC =9

’

A) 10 B) 9 C) 8 D) 11 E) 12
15.

Ha a 24009-et és a 41982-t ugyanazzal a négyjegyli szammal elosztjuk, mindkétszer ugyanazt a maradékot
kapjuk. Mi ez a maradék?

A) 45 B) 41 C) 42 D) 43 E) 44
16.
Hany olyan természetes szam van, amely 5-0s és 6-0s szamrendszerben egyarant négyjegyii?
A) 623 B) 409 C) 398 D) 389 E) 420
17.
Hany pozitiv osztoja van a 8° + 4* + 2! szamnak?
A) 37 B) 14 C) 28 D) 7 E) 18
18.

Két egybevagd, 18 cm keriiletli szabalyos haromszoget az abran lathaté mddon ugy helyeziink egymasra,
hogy megfeleld oldalaik parhuzamosak legyenek. Hany cm a kozos részként kialakult hatszog keriilete?
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A) 9 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15
19,

Az ABC haromszognek a C cslcsnal derékszoge van, a B és ' cslicsbol induld sulyvonalak pedig
mer6legesek egymasra. Ha a BC oldal 12 egység hosszu, akkor az A oldal hossza:

A) 8W/2 B) 10vV/2 C) 122 D) 8 E) 62
20.
1 1 1
Hény természetes szampar megoldésa van az alabbi egyenletnek: 27 3y 47
A) 4 B) 2 C) 1 D) 3 E) O

Megjegyzés: A feladatok ezen a szinten mar mélyebb kozépiskolai ismereteket igényelnek. Itt mar megjelennek
azok az 0 tartalmak (hatvanyozas azonossagai, algebrai kifejezések, fliggvények, geometriai szamitasok, stb.),
amelyekkel a tanulok altalanos iskolaban nem talalkoztak. Tobb feladat ezek koziil a magasabb évfolyamon
ugyancsak meg szokott jelenni. A nehezebb feladatok mar igazi problémamegoldé gondolkodast igényelnek, az
ismeretek Ujszerii alkalmazasat. Ezen a szinten a feladatok tobbsége mar elszakad a gyakorlati élettdl, és inkabb
a hagyomanyos matematika versenyek feladataihoz hasonlit.

Nehezebb feladatok (5 pontosak):
21.

Minden egész percben megmérjilk a nagymutatd és a kismutatd szogét 12:01 és 23:59 kozott. Hany fokos
lesz a legkisebb mért hajlasszog?

A) 05 B) 1 C) 5,5 D) 0,25 E) 3
22.
Egy mésodfoku Jf fiiggvényrél tudjuk, hogy f(0) = 3 f(1) =5¢ f(2) =8 Mennyi az F5) érteke?
A) 23 B) 22 C) 24 D) egyik sem E) 25
23.
Az 1, 2, 3 szamokat felirtuk egy korvonal mentén. Kovetkezd 1épésben a szomszédos szamok kozé odairtuk
az Osszegiiket, igy a kovetkezd hat szam szerepel a korvonal mentén: 1, 3, 2, 5, 3, 4. Ezt a miiveletet még
négyszer megismételjilk. Mennyi lesz ekkor a kérvonal mentén elhelyezkedd 96 szam 6sszege?
A) 486 B) 2187 C) 1458 D) 4374 E) 998
24.

Hanyféleképpen lehet Gsszeallitani egy vasuti szerelvényt az I, 11, III, IV és V jelii kocsikbol ugy, hogy az |
jelt vagon kozelebb legyen a mozdonyhoz, mint a II jeli?

A) 120 B) 60 C) 48 D) 24 E) 10

25.

Legalabb hany szamot kell t6rdlni az {1:2: 35 16} halmaz elemei koziil, hogy a megmarad6 szamok
koziil semelyik kettdnek az dsszege ne legyen négyzetszam?

A) 6 B) 7T C 8 D)9 E 10

26.
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Egy focilabdat fehér és fekete bordarabokbol varrtak dssze. A fekete darabok szabalyos 6tszogek, a fehérek
szabalyos hatszdgek. Minden 6tszoget 6t darab hatszog hatarol, a hatszogek mindegyikét pedig harom darab
Otszog és harom darab hatszdg veszi koriil. A labdan 12 fekete 6tszog talalhato. Mennyi a fehér hatszogek
szama?
A) 60 B) 15 C) 10 D) 30 E) 20

27.

Mennyi a szamjegyek dsszege a legkisebb olyan természetes szamban, amely 6-ra végzddik, és ha ezt a 6-0st
a szam veégeérol toroljik, és atirjuk a szam elejére, akkor az eredeti szam 4-szeresét kapjuk?

A) 30 B) 24 C) 27T D) 18 E) 21
28.

Egy 7-re végzédd pozitiv egész szamnak 100 pozitiv osztja van. Hany pozitiv osztdja van a szam
tizszeresének?

A) 300 B) 1000 C) nem lehet meghatarozni D) 200 E) 400
29.

Felirjuk a pozitiv egész szamokat a kovetkez6 elrendezésben:

Mennyi lesz a szamok dsszege a tablazat 100-adik soraban?
A) 1000100 B) 500050 ) 500000 D) 1000000 E) 5000050
30.
Legyenek a és b kiilonboz6 pozitiv egész szamok, tovabba S(a,b) értékét mindig szamoljuk ki ugy, hogy a
két szam legnagyobb k6zos osztodjanak €s legkisebb kozos tobbszordsének dsszegébdl kivonjuk a két szam
Osszegét. Hany olyan (a,b) sz4mpar van, amelyre igaz, hogy a > b és S (a,b) =29
A) 0O B) 2 C) 1 D) wvégtelen sok E) 4
Konnyebb feladatok (3 pontosak):
1.

Egy akvariumban 200 hal uszkal. 1%-uk kék, a tobbi sarga. Hany darab sarga halat kell kivenni az
akvariumbol, hogy a benne maradt halaknak a 2%-a legyen kék?

A) 2 B) 4 C) 20 D) 50 E) 100

Az alabbi szamok koziil melyik a legkisebb?

A) V2-V1 B) V3 -2 C) Va—3 D) V5 -4 E) vV6—+5
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Hany olyan n pozitiv egész szam van, amelyre 11~ + 7t primszam?

A) O B) 1 C) 2 D) wvéges sok, de 2-nél tobb E) végtelen sok

Mi a legnagyobb n kitevé, melyre a 8" osztdja a 44**-nek?

A) 29 B) 4 C) 13 D) 8 E) =8

Milyen vektor lesz a téglatest egyik csticsabol kiinduld harom oldalvektor és harom lapatlovektor 6sszege?

A) egyik Iup.-'ﬂlq'm-ul |u‘1| hizamos B egvik oldalvektor t6bbszirise  C) egvik testAtld irdnviba mnstat ) egvik sem  E) mallvektor

A P paraméter mely értéke mellett érinti az ¥ = 6z egyenletli egyenes az ¥ — z® 4 P egyenletli parabolat?
A) 7 B) 10 C) 8 D) 9 E) 11

metszespont.html

Az ABC haromszdg B cstcsabdl induld félegyenes az AC oldalt a I pontban metszi. Az igy keletkezett
C D B szog egyenld a haromszog A BC szdogével. Mekkora a B( szakasz hossza, ha AD = 7 és DC =9
?

A) 10 B) 9 C) 8 D) 11 E) 12

Legyen flz) = (z+a)® +b Hany olyan (@, ) valos szAmpAr van, amelyre f(0) = 1g f(1) = 29

A) O B 3 € 1 D) 2 E) 4

Egy matematika versenyen 4 feladatot tliztek ki. A 100 indul6 koziil az els6 feladatot 90-en, a masodikat 85-
en, a harmadikat 80-an, a negyediket 70-en oldottdk meg. Legalabb hanyan oldottdk meg mind a négy
feladatot?

A) 10 B) 15 C) 20 D) 25 E) 30
10.

Egy 13 és egy 15 cm sugart kor metszéspontjainak tavolsaga 24 cm. Hany cm lehet a két kor kozéppontjanak
tavolsaga az alabbiak koziil?

A) 2 B) 5 C) 9 D) 14 E) 18

Megjegyzés: Ezek a feladatok hasonlitanak leginkdbb a kozépszintii érettségi elsd részében szerepld
feladatokhoz: altalaban egy definicio, tétel kdzvetlen alkalmazasaval, rovid szamolassal megoldhatok. Itt és a
késobbiekben is a teljes kozépiskolai tananyagon alapul a feladatsor, lathato, hogy milyen sokféle teriiletet
felolel, nagyon jol alkalmazhaté a tanulok ismereteinek és képességeinek felméréséhez.

Kozepes nehézségii feladatok (4 pontosak):

11.
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A 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 szamok koziil hany olyan van, amely lehet egy egész szam négyzetének
utolso két szamjegye?

A) 2 B) 3 C) 3mnaltéshb D) 0 E) 1
12.
Hény pozitiv osztéja van a 8° + 4* + 2! szamnak?

A) 37 B) 14 C) 22 D) 18 E)

=]

13.
1. . r, 1, _ 1
(1——2’]'(1——2,]'(1——2,] """ (l——2,] o .
Kiszamitottuk az 2 3 4 20042 © kifejezés értékét, elvégezve a
lehetséges egyszertisitéseket is. Mennyi az igy kapott tort szamlaldjanak és nevezdjének az dsszege?

A) masérték  B) 6013 C) 3005 D) 4009 E) 2005
14,

Minden egész percben megmérjiik a nagymutat6 ¢és a kismutatd szogét 12:01 és 23:59 kozott. Hany fokos
lesz a legkisebb mért hajlasszog?

A) 05 B) 1 C) 55 D) 025 E) 3
15,

Az ABC I négyzet 4 cm hosszi A B oldalara befelé az A B E' szabalyos haromszoget rajzoltuk. Hany cm a
C D E haromszog koré irhato kor sugara?

A) 4 B) 23 C) 3 D) 33 E)

[ ]

VIDEO

16.
Egy mésodfoku [ fiiggvényrél tudjuk, hogy £(0) = 3, F(1) = 5 5 f(2) = 8 Mennyi az f(5) értéke?
A) 22 B) 22 C) 24 D) egyiksem E) 25

17.
Mennyi az * + 2z° + 3% + 2z — 8 = 0 egyenlet egész megoldésainak dsszege?

Ay -1 B) 3 (C) 1 D) 0 E) 2
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A teszt-versenyek feladattipusai

-
s

Egy szigeten kétféle kenguru él: vilagos és sotét. Az dsszesen 2009 kenguru kozott semelyik ketté nem
ugyanolyan magas. A vilagos kengurukat nagysag szerint sorba allitottuk, majd a legkisebbtdl kezdve
mindegyiktdl megkérdeztiik, hogy hany sotét kengurunal magasabbak. A kovetkezd valaszokat adtak: 8, 9,

10, 11, 12, és igy tovabb, egyesével. Hany vilagos kenguru €l a szigeten, ha koziiliikk a legmagasabb az dsszes
sotét kengurunal magasabb?

18.

A) 1000 B) 1001 C) 1002 D) 1003 E) ez az eset lehetetlen

19.
Hany olyan n egész szdm van, amelyre a —lﬁ kifejezés értéke is egész szam?
A) 1 B) 2 C) 3 D) 14 E) 5

20.

Egy 1 cm sugart kor és egy 3 cm oldali szabalyos haromszog kozéppontja egybe esik. Hany cm hosszu a két
alakzat egyesitésével kapott alakzat keriilete?
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A) 342x B 6+ C) 9—|—§ D) 3w E) 94«

Nehezebb feladatok (5 pontosak):
21.
Mennyi az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek ismétlés nélkiili permutacioival képezhetd 6tjegyii szamok 0sszege?
A) 10200000 B) 3999960 C) 7200000 D) 3600000 E) 7999920
22.

Az 4bran az ABCD és a BPQD négyszogek paralelogrammak, ahol AD =3, D@ =1 Bp—4
egység. Hany egység hosszti a P X szakasz?

C) 2 D) 3 E) 2

=1

A) az AB szakasz hosszatol fiigg B)

23.
Egy hosszl folyoson 1000 terem van, az elsében 1000 ember szorong, a tobbi iires. Minden percben sipszora
minden olyan terembdl, ahol egynél tobb ember van, egy ember atmegy a kdvetkezé terembe. Egy ora
elteltével hany terem lesz tires?
A) 31 B) 939 C) 969 D) 940 E) 60

24.
Hany olyan haromjegyii szam van, amely 12-szerese a szamjegyei dsszegének?
A) 1 B) 0 C) 2 D) t6bb E) 3

25.

Az alabbi értékek koziil melyik a legjobb kozelités egy egység sugari gdombbe irt szabalyos tetraéder
élhosszara?

A) 13 B) 15 C 1,7 D) 11 E) 19

26.
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Egy derékszogli haromszog befogdi @ = Va2 —13 g b=/22 + 15 egész szamok. Mekkora a
haromszog kertilete, ha  is egész szam?

A) 12 B) 24 C) 48 D) 60 E) 36
27.

Hany olyan legfeljebb négyjegyli pozitiv egész szam van, amelynek minden szamjegye 1, 2 vagy 3, és van
legalabb egy darab 1-es és egy darab 2-es szamjegye?

A) 64 B) 117 C) 58 D) 81 E) 95
28.

Hanyféleképpen lehet kivagni 8 mezot egy sakktablabol, hogy semelyik sorbol, illetve oszlopbol nem
vaghatunk ki egynél tobb mezdt és semelyik sarokmez6t sem vaghatjuk ki?

A) 18450 B) 720 C) 21600 D) mas érték E) 4200
29.

Hany olyan 7t 2 3 egész szam van, amelyre 1étezik olyan konvex (minden szdge kisebb 180°-nal) 1 oldal
sokszdg, melynek bels6 szogeinek aranya 1:2:3:.. .:n?

A) 1 B) 2 C) 3 D) 5 E) 5-nél t6bb

30.
Egy matekversenyen 10 versenyzd jutott a dontdbe. Minden feladatot pontosan 7-en oldottak meg. A
névsorban elsé 9 versenyz0 mindegyike 4 feladattal boldogult. Mennyit sikeriilt megoldania a tizedik
versenyzének?

A)  nem lehet megmondani B) 6 C) 4 D) 5 E) 3

Feladat: Oldja meg a fenti teszteket!

34
XMLmind XSL-FO Converter



5. fejezet - Az algebra megjelenése a
matematika versenyekben

1. Feladatok

Ebben a fejezetben az algebrdhoz kot6dd versenyfeladatokbol all egy csokor, érintve az egyenletek,
egyenl6tlenségek, egyenletrendszerek, egyenl6tlenség rendszerek, polinomok témakdrdket.

1.

Adott egy n valtozos polinom. Tudjuk, hogy ha mindegyik valtozdja helyébe vagy + l-et, vagy — 1-et
helyettesitiink, értéke pozitiv lesz, amennyiben a — 1-ek szama paros, és negativ, ha a — 1-ek szdma paratlan.
Igazoljuk, hogy a polinom legalabb n-edfokll. (Azaz van olyan tagja, amelyikben a valtozok kitevdinek az
Osszege legalabb n1.)

Legyen . adott pozitiv egész szam. Hatarozzuk meg a valos szdmokon értelmezett

flz) =2 4222V 4 322 2 p oo 2+ 1 —k)z® + -4 2nz 4 2n 4 1

polinom minimumat.

Egy osztaly matematika dolgozatanak eredményei a kovetkezok: 4 darab 6tos, & darab harmas, 7 darab kettes
¢s 2 darab egyes, mig a tobbick dolgozata négyesre sikeriilt. Hanyan irtak négyes dolgozatot, ha a
dolgozatjegyek atlaga 3,15.p41 nagyobb, 3.2.n¢l kisebb, és tudjuk, hogy harmast irtak a legtobben?

Egy egyenes ut mentén két kiilonboz6 nagysagu, négyzet alaki telek volt egymas mellett. Telekrendezés
soran a két telket egy téglalap alaki telekké alakitottak Gigy, hogy valtozatlan maradt a teriilete is, és az ut
menti oldal is. Mutassuk meg, hogy az j telek révidebb oldala nagyobb a hosszabb oldal felénél!

A derékszdgli koordinata-rendszer mely (z:y) pontjainak koordinataira teljesiil, hogy 2z —3y| < 129

A pozitiv egész szamokat haromszog alakban rendeztiik el az alabbiak szerint:

1

2 3

4 5 6
T 8 9 10
X

(azaz minden sorban a sor szamaval megegyez6 szami, egymast kovetd szamokat talalunk, amelyek koziil az
els6 az ezt megel6z6 sorban levo utolsd szamot kovetd egész.) Hanyadik sorban van az 1994? Mennyi a 100.
sorban allé szamok dsszege?

Hamupipdkének egy zsak lencsével dsszekevert babot kellett szétvalasztania. A lencse és a bab tdmegének
aranya 2 : 3 volt. Hamupip6ke mostohajanak ugy tiint, hogy kevés a lencse, ezért még 2k g lencsét a zsakba
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szort. fgy a lencsének a babhoz valé aranya annyi lett, mint amennyi elétte a bab aranya a lencséhez. Végiil
hany k9 lencsét és hany %9 babot kellett Hamupipékének szétvalasztania?

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egészhez talalhato olyan egész egyiitthatos polinom, amelynek az
1,2,...,7 helyeken felvett értékei kiilonbdzd 2-hatvanyok.

Legyen n pozitiv egész, @, b = 1,c > 0valos szamok. Bizonyitando, hogy

(ab—i—c}:l —C{:an.
(bt+e) —e —

10.

Egy 1996 oldalu konvex sokszdg sikjaban adott egy I pont. Bizonyitsd be, hogy a F pont csticsoktél mért
tavolsagainak az dsszege nagyobb a sokszog félkeriileténél!

2. A feladatok megoldasai

1.

Elég olyan polinomokra szoritkozni, amelyekben minden valtozé legfeljebb elsé hatvanyon szerepel. Ha
ugyanis minden paros hatvanyon szerepldé valtozot 1-gyel, a paratlan hatvanyon szerepléket pedig a valtozd
els6 hatvanyaval helyettesitjiik, ezzel a polinom foka nem novekszik, a feladatban megadott tulajdonsaga
pedig nyilvanvaléan megmarad, és ezen az sem valtoztat, ha a mddositds utan Osszevonhatod tagokat
Osszevonjuk. Ha pedig a modositott polinom legalabb n-edfoku, akkor az eredeti is.

Indirekt Gton bizonyitjuk a feladat allitasat. Az, hogy egy polinom 71-nél alacsonyabb foku, azt jelenti, hogy
nincs benne mindegyik valtozot tartalmazé tag. Tegyiik fel, hogy egy ilyen polinomra teljesiilnének a feladat
feltételei. Képezziik az 6sszes + 1-ekbdl és — 1-ekbdl 4llo sorozatokon vett értékeit a polinomnak, és a
pozitiv értékek L/ 8sszegébdl vonjuk le a negativ értékek 1 6sszegét. Nyilvanvaléan I — V' = 0. Nézziik
meg, hogy egy @Fi1Li2 - - - Tij tag egyiitthatoja (7 <n) hanyszor szerepel I7-ban és hanyszor V'-ben. A + 1-
ekbbl és — 1-ekbdl allo €15 €25 - - - 5 €n sorozatokban, rogzitve Cils Ci2s - - - 5 Cij értékét, ha

Ci1 O .. 'Cij = ]_,

akkor a annyiszor szerepel U/-ban, ahanyféleképpen a tébbi c-k kozt paros szami — 1 fordulhat el8. Ez a
szam

= () () ()

ahol az Osszeg addig tart, amig az alsdé paros szdim nem nagyobb (n _j)-nél; 17-ben pedig annyiszor,
ahanyféleképpen a tobbi c-k koziil paratlan szamut lehet kivalasztani. Ez a szam pedig
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() ) )

A kiszemelt tag adaléka az {7 — V kiilonbséghez tehat a binomiélis tétel szerint

== (7)) (2) - (137) )=

—a(l-1)""7 =0.

Ha viszont

L S I —1

akkor — a szerepel {/-ban s-szer, 17-ben pedig r-szer, igy ekkor is 0 a tag adaléka az I7 — V" kiilonbséghez.
Mivel ez az indirekt feltevés szerint a polinom minden tagjara teljesiilne, igy ellentmondasra jutottunk azzal,

hogy ez a kiilonbség pozitiv. A polinomban tehat szerepelnie kell az 1Tz ...Tn tagnak nemnulla
egyltitthatoval. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Teljes indukcidval bizonyitjuk, hogy a polinom értéke a — 1 helyen 7 + 1, méasutt ennél nagyobb. Jeldljiik a
polinomot fx-nel.

filz) =2 42243 =(z+1)2+2>2

amibdl vildgos, hogy n = 1-re helyes az 4llitas.

Tegylik fel, hogy n-nek egy k& — 1 értékére igaz az allitas. A nyilvanvalo

fulz) = faci(x)ax? +2kz+2k+1 = (farr (@) — k)22 + k(z+ 1) + k41

alakbol azt kapjuk, hogy f A'(_l:] =k+ 1, és minden mas helyen a jobb oldal masodik tagja, tovabba a
feltevés szerint az els6 is pozitiv.

Az allitas helyessége tehat oroklédik k — 1-r8l k-ra. gy minden n-re igaz az allitas.

Jeldlje = a négyes dolgozatok szamat! Tudjuk, hogy:

315 <4-54+9-34+7-24+2- 142 -444+94+7+2+3 <32
Azaz:

3,15 < 63 + 4322 4+ x < 3.2

(Tudjuk, hogy x biztosan kevesebb 9-nél, hisz ennyien irtak harmas dolgozatot.) Bontsuk ketté az utobbi
egyenlétlenséget, és oldjuk meg az igy kapott egyenlétlenségeket kiilon-kiilon!

63 + 4:
3,15 < o AT
: 224z
69,3 + 3,152 < 63 + 4z
6,3 < 0,85x

TAL-- <

63 + 4z

- <32
22 -|-;IT
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63 + 4o < 70,4 4 3,2
08z <74
T < 9,25

Tehat z olyan egész szam, amely nagyobb, mint 741, kisebb, mint 9;25 valamint kisebb, mint 9. Az egyetlen
ilyen szam a &, azaz 8-an irtak négyes dolgozatot az adott osztalyban.

Haaésh(a > b) jeloli a két négyzet egy-egy oldalat, ¢ pedig a telekrendezés utan nyert téglalap oldala,
akkor

cla +b) = a® +b°.
A feladat € > @+ b/2 glljtasat igazolando, az

242 b
a“ + >a—|—
a-+ b 2

relaciot kell igazoljuk. Ez akkor, és csak akkor teljesiil, ha
2a* + 20° > (a +b)* = a® + 2ab + b7,

azaz rendezés, 0sszevonas utan

a® —2ab+b* = (a —b)* > 0.

Ez viszont teljesiil, hiszen @ # b
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Ha2r — 3y = 0 akkor
|22 — 3y| = 2z — 3y,

tehat a 27 — 3y — 12 <0 kell legyen, aminek a 2T — 3y = 0 ¢g a 2z — 3y = 12 egyenletii egyenesek
hatérolta , feliil” zart, ,,alul” nyilt sav pontjainak koordinatai tesznek eleget. Ha pedig 2z — 3y = 0, akkor

|2z — 3y| = 3y — 2z,
azaz
Jy—2x—12 <0

kell legyen. E feltételeknek a 20 =3y =0, ¢ ady — 2z =12 egyenletll egyenesek altal hatarolt ,,feliil”
nyilt, alul ,zart” sav pontjainak koordinatai tesznek eleget. A két sav egyesitése adja tehat a Kkeresett
megoldast: a két egyenes (3y —2r — 12 =0 ¢ 2r — 3y — 12 = 0 hatarolta sav belsé pontjainak
koordinataira teljesiil a feltételi relacio.

A feladat megoldasa

+3y=12

<o+ Fy =12

Ha az 1994 az n-edik sorban van, akkor e sorban levd szamokkal egyiitt

n+1

>

F

142434 +n=

n

egymast kovetd szamot irtunk le. Ilyképpen keressiik azt a legkisebb pozitiv 1. egészet, amelyre

n(n+1)
—,

=

1994 <

vagyis
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3988 < n(n +1).
Mivel 63 - 64 = 4032 és 62 - 63 = 3906, ezért n = 63, vagyis az 1994 a 63-adik sorban van.

A 99-edik sor utolsé eleme az elézdek szerint 29 - 100/.2 = 4950, tehat a szazadik sorban 1év6 szdz szam a
4951-t61 az H050-ig terjed, és ezek Gsszege

(4951 + 5050) - 100
2

F4

= 500050

Ha a lencsék tomegét [, a babok témegét b jel6li, akkor a mostoha drmanykodasa elétt [ : b — 2 : 3, vagyis
31 = 2b, tehat? = 3/2 I, A mostoha megjelenése utin viszont (L +2) 1 b= 3 2 azaz

. 3 9
2(1 +2) :35:3-;5:;5.
Ebbdl
2044 = ;J,
majd
5
4 = 55,

tehat { = 8/5 = 1!6k9, és igyb =3/2-1=24kg Ez valoban kielégiti a feladat feltételeit, mivel

1,6:24=16:24=2-58:3-8=12:3,

és

36:24=36:24=3-12:2-12=3:2

El8szor olyan P polinomot mutatunk, amely az egymastol kiilonbdzé @1, @2, - - - @n helyeken rendre az
egymastol nem feltétleniil kiilonb6zo biyboy ... by ¢rtékeket veszi fel. Ehhez tekintsiik © = 1:2,...,7

esetén a kovetkez6 Pi polinomot:

Ps (I] _ H £I— My .

, oy — a4y
FECHES LI

Vildgos, hogy pila:) = 1spi(a;) =0 | ha j#1 . Ezert a Plx) =bipi(z) + -+ bupa(z)
Osszefiiggéssel definialt polinom, az Gn. Lagrange-féle interpolacioés polinom, megfelelé lesz. Kénnyen
lathatd, hogy ezen P polinom fokszama legfeljebb n — 1. Azonban P még akkor sem lesz mindig egész
egylitthatos, ha @1y - -« 3 @n és biy.oosbn egész szamok.

Legyen most @1 — La; =2,...,ap, =n, Milyen b—1,...,by egész értékek mellett tudunk egyszeriien
kovetkeztetni arra, hogy a P polinom egyiitthatoi egész szamok? A P polinom minden egyiitthatoja olyan
racionalis szam, amelynek a nevezdje valamilyen 1 = 1 < 7 indexre

[ (@i-a)=G-1)(-2)...(i—(-1))(i-(i+1)...(i—n):

J#i 1<j<n

= (=1 i — 1)!(n—i)!
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alaku, szamlaloja pedighigyanpkkor f’}{fel oszthat6 egész szanp, Konnyen lathatd, hogy az igy adodo nevezok
mindegyike osztdja az P szamnak. Ha tehat a  értékek mindegyike oszthatd  -nel, akkor a
fenti konstrukcioval 1étrehozott  polinom egész egyiitthatds lesz.

Az altalunk keresett polinomnak azonban az el6irt helyeken 2-hatvany értékeket kell felvennie, azok pedig
nem oszthatok N-nel, ha7 = <4, Hogyan lehet ezen segiteni? Valasszunk ki 72 darab kiilonb6z6 2-hatvanyt,
ami ugyanannyi — mondjuk m — maradékot ad N -nel osztva. Ezt megtehetjilk, hiszen végtelen sok

kiilonbdzé 2-hatvany van. Legyenek ezek €15 €2, - -+ ; Cn, és tekintsiik a Pi = €i — M (1 <1 < 1) szamokat.

Ezekre igaz, hogy : oszthato IV -nel, létezik tehat olyan egész egyiitthatés polinom, amelyre pl(i) = b;
minden 1 és n kdzé es6 1 egész szdmra. Ennek a P polinomnak konstans tagjat m-mel megnévelve olyan,

tovabbra is egész egyiitthatos P* polinomhoz jutunk, amelyre P * (1) = €. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

A nevezd pozitiv, mert a feladat feltételei mellett & + ¢ > 1, és igy

(b+e)" =b+ec>e.

Elegend6 ennek folytan a nevezdvel atszorozva keletkezd

(ab+e)" —e <a b+ )" —a"e

egyenl6tlenséget bizonyitani. Ezt teljes indukcioval tessziik. Az n = 1 esetben egyenléség all fenn.

Jelsljiik a bal oldalt A, -nel, a jobb oldalt By -nel. Tegyiik fel, hogy n-nek valamilyen m értékére
A = By, és nézzilk meg, mennyivel véaltozik az egyik oldal, mennyivel a masik, ha m-et eggyel noveljiik.

Am-{-L —An = (ab + C:]m(ab+ c— J-]
Bypy1 — By =a"(b+c)"(ab4ac—1) —a™(a —1)c

Az ab + ac — 1 kiilonbségrdl a konnyebb dsszehasonlitas érdekében ab + ¢ — l-re térve, majd az elsd tag
elsé és masodik tényez6jét egy hatvannya alakitva az utobbi kiilonbség igy irhatd

By — Bp=am(b+ec)"ab+ec—1)+a™(b+c)"(ac—¢c) —a™(a— 1)c:
= (ab+ ac)™(ab+c—1) +a™(a —1)e[(b+ )™ —1].

Itt az elsd tag nagyobb az A —m + 1 — Ay kiilonbségnél, ha a > 1, mert ab + ac > ab + ¢, a masodik
pedig pOZitiV. igy Bm-{-L - Bm = Am+L - Am, azaz Bm-{-L - Am+L = Bm - Am-

Indukcios feltevésiink szerint a jobb oldal nem negativ, igy a bal pozitiv. Ezzel azt lattuk be, hogy ha
(ab+e)" —c <a™b+e)" —a"c teljesiil egy n értékre, és a > 1, akkor minden nagyobb értékre mar
szigort egyenl6tlenség érvényes.

Mivel n — 1-re egyenldség all (az eredeti egyenlétlenségben minden a, € és 0-tol kiilonb6z6 b értékre), igy a
(ab+e)* —c <a™(b+e)" —ac egyenletben és az eredeti egyenlStlenségben is a < jel érvényes
minden 1-nél nagyobb n egészre és 1-nél nagyobb a-ra.

Ha a = 1, akkor egyenlStlenségeink egyenléségbe mennek at. Ezzel a feladat allitasat igazoltuk, és tisztaztuk
azt is, hogy milyen esetekben all fenn egyenldség.

Tekintsiik a F pont és a konvex sokszog egy oldala, az AiAiti oldala altal meghatarozott, esetleg elfajuld
PA§A3'+L héromszéget. (J. <1 < 1996 gsi+ 1= 1, hai = 1996)

A kénnyebbség miatt a £ Ay =z jelolést vezessiik be. A PAAin haromszogek mindegyikére felirva a
haromszog-egyenlétlenséget

41
XMLmind XSL-FO Converter



Az algebra megjelenése a
matematika versenyekben

T a2 = A A,
Ty + 5 > AxAj,

1995 + 996 > A,996.4,996,

;I'LQQG +;?L']_ :_” ALQQBAL

Osszeadva ezt az 1996 darab egyenlétlenséget, a bal oldalak 6sszegében a PP pontnak minden csucstél valo
tavolsaga pontosan kétszer szerepel, a jobb oldalak 6sszege pedig a sokszog k kertilete. gy 25 = k, azaz
Sqgek (2 ahol S a P-nek a csticsoktél mért tavolsagainak 0sszege. Az egyenldség csak akkor 4ll, ha a fenti
1996 darab egyenl6tlenség mindegyikében egyenlség all. Ez lehetetlen, hiszen a P pont nem lehet a
sokszog oldalegyeneseinek mindegyikén. Bizonyitasunkbol az is kideriilt, hogy az allitdis nem konvex
sokszogre is ugyanugy megall, hiszen a konvexitast nem kellett felhasznaljuk.

A-i-1
[ ]

A-1+2
]
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6. fejezet - A szamelmelet
megjelenése a matematika
versenyekben

1. Feladatok

Legyen P paratlan primszam, n pedig pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy P nek legfeljebb egy olyan d
pozitiv osztdja van, amelyikre d + n? négyzetszam.

Legyen a és b két pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy legfeljebb véges sok 71 egész szam esetén lehet
D
an? f besaln+1)° +b egyarant négyzetszam.

Létezik-e pozitiv egészekbdl allo végtelen sorozat, melyben semelyik szam sem osztdja egyetlen masiknak
sem, barmely két szamnak van 1-nél nagyobb kdzds osztoja, ugyanakkor nincs olyan 1-nél nagyobb szam,
amely a sorozat minden elemének osztoja?

Adjuk 0ssze az 1,2,...,7n természetes szamok pozitiv paros osztdinak szdmat, majd végezziik el ugyanezt a
paratlan osztokkal is. Mutassuk meg, hogy a két 6sszeg eltérése nem nagyobb ri-nél.

Legyen k nemnegativ egész szam, és tegyiik fel, hogy az @1,@2,-..,%n egeész szamok legalabb 2k
kiilonb6z6 maradékot adnak (n + & )val osztva. Bizonyitandd, hogy a szamok kozo6tt van néhany, amelyek
dsszege oszthatd (n +k).val.

Az L1,2,... .1 szamok koziil ugy akarok kivalasztani (a,b,c) harmasokat, hogy @ << b < ¢, tovabba hogy
) ! ! 7

barmely két kivalasztott (a, b, c), (@',b",€') harmasra az @ =a’,b="b"c=¢ egyenlGségek koziil

legfeljebb egy teljesiiljon. Maximalisan hany ilyen szamharmast valaszthatunk ki?

5

Egy kiilonb6z6 szamjegyekbdl 4llo hatjegyli szam szamjegyei (valamilyen sorrendben) 1,2,3,4,5,6, az
elsé két szamjegybdl allo kétjegyli szam oszthatod 2-vel, az elsé harom szamjegybdl allo haromjegyli szam
oszthat6 3-mal és igy tovabb, maga a szam oszthato 6-tal. Melyik ez a szam?

Igazoljuk, hogy minden olyan derékszogli haromszogben, amelyben az oldalak hosszdnak mérészdma egész,
valamelyik befogd hosszanak mérészama oszthat6 3-mal!

Melyek azok a kétjegyii természetes szamok, amelyekre igaz, hogy maga a szam 17-tel nagyobb, mint
szamjegyeinek szorzata?
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10.

2

1.

Legyen n természetes szam, s legyen d osztdja 2n?-nek. Bizonyitandé, hogy n? + d nem négyzetszam.

. A feladatok megoldasai

Feltétel szerint van olyan k és m egész, amelyekre pn® = dk¢sd +n? = m?, Jeloljiik n és m legnagyobb
kozds osztojat d'-vel. Ekkor n = d'n’, m = d’m’, ahol m'és n’ egymashoz relativ prim. A fenti masodik
egyenléséget k-val végigszorozva és felhasznalva az elsét és az utolsd két egyenldséget, az elobbi igy irhato:
(p+k)d™n = kd®m™ amipsi (p +k)n = km™,

A primtényezés felbontas egyértelmiisége folytan m'-nek és n'?-nek csak olyan primek lehetnek osztoi, és
igy k6z0s o0sztoi is, amelyek az alapoknak is oszt6i, ami esetiinkben azt jelenti, hogy a két négyzet relativ
prim. Az eukleidészi lemma szerint tehat n'?, ami oszt6ja a jobb oldalnak, kell, hogy az elsé tényezonek
legyen osztdja. Alkalmas k' egésszel tehat

k=n"k".

Ezt beirva utolso egyenldségiinkbe és egyszertisitve azt kapjuk, hogy
p+n"k = k'm"”,

vagy atrendezve

p=k'(m”? —n") =k'(m' —n')(m" +n').

Mivel P (pozitiv) osztoi csak 1 és P, igy a jobb oldalon egy tényezd értéke P, a masik kett6é 1, és mivel az
utolsod tényezd nagyobb az eldtte allonal, igy

m+n'=p ' —m —n =1, tehat ™ = %(P - 1:], n= %(P —1)d".
Mindezeket beirva az els feltételi egyenldségbe és egyszertsitve azt kapjuk, hogy
d = pdﬂ!

tehat P és n meghatarozza d-t — feltéve, hogy egyaltalan 1étezik megfeleld d; ennek pedig az a feltétele, hogy
1 .
1 oszthat6 legyen alp — L)-gyel.

Tegyiik fel, hogy az n egész, és x és Y pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy an® +b=x? és
aln+1)24+b=1y?

2

A megfeleld oldalak kiilonbségét képezve és az mn-et tartalmaz6 tagot kifejezve 2an = y* — 2% —a Eztaz

els6 egyenléség da-szorosaba helyettesitve és rendezve a kovetkezot kapjuk:
ot — 20y 4yt — 2a(;r2 + yz:] +a? + dab = 0.

Mind a két oldalhoz 4z? Y 2-et hozzaadva a bal oldalon az utolsé tag kivételével teljes négyzet keletkezik. Ezt
mind a két oldalbol levonva a jobb oldal szorzatta alakithato:

dab = (2zy — 2° —y* 4+ a)(2zy + 22 + y* —a).

A bal oldal egy felbontasat kaptuk tehat két egész tényezd szorzatara. A kinalkozd teljes négyzetté
alakitasokkal

a—(z—y)?=q,(z+y)? — a= qs,aholg g = dab.
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Innen kiszamithato x és ¥. Ha ezek egész szamnak adodnak, akkor pl. a megoldas legelsé egyenletébdl n-re
legfeljebb két egész értékeatltgapunk. A feladat kdvetelményeit tehat legfeljebb négyszer annyi  érték elégiti
ki, mint ahanyféleképpen két tényezd szorzatara bonthat6, tehat valdban véges sok.

Megmutatjuk, hogy létezik a feladat kivetelményeinek eleget tevd sorozat. Legyen ugyanis P1 = 2, P2 = 3‘,
Psy - - - a primszdmok (végtelen) ndvekvd sorozata, és tekintsiik az @1 = 6, @z = 10 an = 15pn ) (n >3
sorozatot.

Ebben a sorozatban @n paratlan szam, ha 7t = 3, igy nem oszthaté sem @1-gyel, sem @z-vel, hiszen azok
paros szamok. Az is vilagos, hogy @1 és @2 koziil egyik sem osztoja a masiknak. Ha pedig @ = 3, akkor
Pn+1 osztdja @n-nek, de nem osztoja a sorozat egyetlen tovabbi tagjainak sem, tehat @n nem lehet osztdja a
sorozat egy masik elemének. Az els6 feltétel tehat teljesiil.

A sorozatban barmely két szamnak van 1-nél nagyobb k6z6s osztdja. Valoban: @1 és @2 esetén ez a szam 2;
a1 és @n esetén 3, ha = 3, végiil ha 7, 7 = 2, akkor @n és @m is oszthat6 5-tel. Tehat a méasodik feltétel is
teljesiil.

Végezetiil, ha egy pozitiv egész osztdja a sorozat minden elemének, akkor osztdja @1-nek és f2-nak is, és igy
csak 1 vagy 2 lehet. A masodik lehetdség azonban konnyen kizarhato, hiszen @z paratlan szam. Ezzel
igazoltuk, hogy a sorozat a harmadik feltételt is kielégiti.

Jelolje a szoban forgd dsszegek koziil az elsot Dy (n :], a masodikat pedig Dy(n) Di(n) meghatarozasanal
minden, az n-nél nem nagyobb pozitiv paros szamot annyiszor kell figyelembe venniink, ahany tobbszorose
van az l|-~ - - -1 1 szamok kozott. Ezért

Dl(n] — Z 311(2j:]!

2j<n
ahol Sn(k) jeloli a k pozitiv egész 1 és n kozé es6 tobbszordseinek szamat: su(k)=[n/k].
Hasonloképpen
Dy(n) = Y sa(2j—1).

2j—1<n

Vilagos, hogy k <[ esetén sn(k) = 31!(“ igy a D, (n) Osszeg minden egyes sn(27) tagjat feliilrdl
becsiilhetjiik a Ds(n) Osszeg megfeleld 311(-.? 1) tagjaval. Kovetkezésképpen Di(n) < Da(n)
Hasonldképpen, az elsd tag & n(l) =n kivételével, a I 2(n) ¢ Osszeg minden egyes ¥ n(2j — “tagja(J > 2)

megbecsiilhets a 1 (n) Osszeg megfeleld sn(2 ( — 1)) tagjaval, ezért 12 (n) <n+Di(n), A ket
egyenl6tlenség Gsszevetésébdl a feladat allitasa azonnal leolvashato.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy az @1,@2,...,%2k szamok paronként kiilonbozoé
maradékot adnak (7 + & l-val osztva. Tekintsiik a kovetkez6 7 + k kiilonbozé szamot:

by =ay,ba =ay,b; = a; + as,

baig1 = a1 +az + - +ag +a (0 <i < k),

baits =@y +ay+ -+ az +axy+2(0 <i<k),

baits =@y +ag + -+ ag; + agip1 + a2i42(0 <1 < k),

bjzal+a2+---+aj_;.(3k "\_j<_:n+k]
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Ha ezek kozott van olyan, amelyik oszthat(')E(gi ﬂ;félsval,t@kkor mar készen is vagyunk. Ellenkigzétesetben

pedig van a szjmolk kozott kettd, mondjuk k s amelyik ugyanolyan maradékot ad -val
osztva. EkKery, @z, . . nyilyan oszthatd -val. Azt kell mar csak észrevenniink, hogy ez a kiilonbség
felirhato azj, i szamal k620l néhaiyinak Jaz Gsszefekénlt. Ha mgyanis- emnem igy lenne, akkor
valamilyen -nal kisebb -re € + k) , vagyis volna. Ez azonban
feltételezésiink értelmében nem oszthato -val.

Ha a kozéps6 elem egy adott b szam, akkor az elsé elem az 1,2,...,0 — 1 szamok valamelyike lehet, a
harmadik pedig a? + 1, .., 7 szamok valamelyike. Az elébbick szdma b — 1, az utobbiaké n — b. A ketté

koziil a kisebbik — vagy kozos értékiik, ha a kettd egyenl6-, adja meg, hogy b maximalisan hany harmasban
léphet fel kdzépso elemként.

Természetesen 2 < b <1 — 1 és az elmondottak szerint a2 és azn — 1 egyszer, a3 és azn — 2 kétszer
léphet fel maximalisan, és igy tovabb. Igy a kivalaszthaté harmasok szamara a kovetkezd felsé korlatot
nyertiik: ha n paros, n = 2k akkor

20424+ k—1)=k(k—1) =n(n —2)/4;
ha n paratlan, n — 2k -+ 1, akkor

20424 +k—1)+k=k2=((n—1)/2)2.
Megjegyzés:

Ennyi harmas ki is valaszthato a feltételnek megfelelé modon minden esetben. Vegyiikk példaul az
{a,b,a+b} gakg harmasokat, ahol 1 =a < ¢ a+b=<n_ It a hiarmas barmelyik két eleme
meghatarozza a harmadikat, igy két kiilonb6z6 harmasnak legfeljebb egy helyen lehet egyez6 eleme.

Az is lathatd, hogy ha ® = /2, akkor elss elemnck 1-t61 b — 1-ig minden érték eléfordul, mert b-hez adva
még n-nél kevesebbet ad, ha pedig b>nf 2, akkor harmadik elemként b -+ 1-lt61 (amikor @ = 1) n-ig
minden érték eléfordul, mert a hozzajuk tartozo elsé elemre & — € — b<n—nf2=n/ 2, és ez kisebb b-
nél. A kivalasztott harmasok szama tehat annyi, mint a fels6 korlatként kapott érték.

A hatjegyli szam masodik, negyedik és hatodik jegye a 2-vel, 4-gyel és 6-tal val6 oszthatosag miatt paros kell
legyen, és az 6todik jegy az H-tel oszthatosag miatt csak az 5 lehet. Az els6 és a harmadik jegy tehat csak az 1
€s a 3 lehet valamely sorrendben. A harommal oszthatosag miatt a masodik jegy csak a kettd lehet, hiszen
L+ 4+ 3illetve az 1 + 6 + 3 egyike sem t6bbszorose a haromnak. Igy ha szdmunk elsé harom jegye
sorrendben 123, agy a 4-gyel oszthatosag miatt a negyedik jegy csak a 6 lehet, mivel 34 nem oszthat6 4-gyel,
ekkor tehat a hatjegy(i szdm a 123G54. Ha pedig szamunk els6é harom jegye rendre 321, Ggy a negyedik jegy
ismét csak a G, hiszen a 14 nem tobbszordse a 4-nek, szdmunk tehat most a 321654. Mindkét esetben a 6i-tal
oszthatésagot a szdm parossiga és jegyei Osszegének (1 +2+3+4+4+5+6=21) 3 -mal valo
oszthatosaga biztositja.

Pitagorasz tétele szerint a befogok négyzetének 0sszege egyenld az atfogd négyzetével. Ha egyik befogd sem
lenne 3-mal oszthato, akkor négyzeteik 3-mal osztva 1 — 1 maradékot adnanak, s ezek 6sszege 3-mal osztva 2
maradékot ad. Ilyen négyzetszam azonban nincs. Tehat legalabb az egyik befogonak 3-mal oszthatonak kell
lennie.

Ha a kétjegyli szam tizeseinek a szamat x, egyeseinek a szamat Y jel6li, akkor a feltételek szerint kétjegyii
szamunkra

10z 4y =zy + 17
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ahol * = 1650 = y =9 Ekkor
O=zy— 10z —y+4+10+7
Szorzatta alakitas utan:
0=(z—1)(y—10) +7
amibol

(@~ 1)y —10) = -7

Most mér lathaté, miért tettiik azt, amit. AzT = Lésy = 9 egészek miatt a bal oldal mindkét tényezdje
egész szam, mégpedig az elsé tényezd pozitiv, a masodik negativ. Ilyen egészek szorzata csak ugy lehet — 7,
har —1=16éY¥—10=—7T vagyx —1 =76 ¥ —10=—1 Az els6 lchetdsé¢g az T = 2,4y = 3 a
masodik az T = 8,y = 9 megoldasokat ellendrizendden biztositja.

10.

Legyen 2n? = kd, ahol a feltevés értelmében k pozitiv egész szam. Ha n*+d négyzetszam, akkor
valamely x egész szamra

és igy
k2™ = n?(k* + 2k).

Ez azonban lehetetlen, mert a bal oldal teljes négyzet, a jobb oldal elsé tényezdje is az, viszont a masodik
tényez6 nem teljes négyzet, hiszen

k* < k*+2k < (k+1)2,
azaz két szomszédos négyzetszam fogja kozre.
Megjegyzés:

A megoldasban hivatkoztunk arra a tényre, hogy ha @, b, ¢ természetes szamok, és a® = b%e, akkor ¢
sziikségképpen négyzetszam. Ez kdvetkezik abbol, hogy a természetes szamok egyféleképpen bonthatok fel
primszamok szorzatara. Emiatt a? és b felbontasaban minden primtényez paros kitevovel szerepel, mert a
négyzetre emelés ilyen primfelbontashoz vezet. igy tehat az a? : b? osztas elvégzésével c-nek olyan
felbontasat kapjuk, melyben minden primtényez6 paros kitevével szerepel. Ezért ¢ négyzetszam.
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7. fejezet - Fuggveények, sorozatok
1. Feladatok

1.

Milyen m értékek esetén lesz az

flz) = 2% + 2mz +m
3
fliggvény értéke minden valds z-re nagyobb, mint 167

Milyen P esetén vesz fel az f (x) = 22° + 2px + 6 fiiggvény minden valds x-re legalabb 1-gyel nagyobb
\ 2
értéket, mint a 9 () = pa® + 4z —2p fiiggvény?

Oldjuk meg az f(9(z)) < g(f(z)) egyenlbtienséget, ha

flz) =2 -1 és g(z)=2z+ 1!

A [031] intervallumon értelmezett Jf fiiggvényre teljesiil, hogy f (D:] =f (1:] =0 &s minden @,b € [0!1]
esetén

/ ( a '5) < f(a) + £(5).

F4

Mutassuk meg, hogy az f (35:] =0 egyenletnek végtelen sok megoldasa van! Létezik-e olyan, a feltételeknek
megfeleld fliggvény, amely nullatdl kiilonb6zo értéket is felvesz?

Egy fiiggvényrdl azt tudjuk, hogy minden -* # 0 esetén

d G) —3f(z) = z.

Hatérozzuk meg [ (2) értékeét!

Jelolje @14 G2, 03,24 g Pascal-haromszog egyik soranak négy, egymas utan kovetkezd elemét. Igazoljuk,
hogy az

ay Gz Gz

1 1
) + as iy + a3 iz + ay

szamok szamtani sorozatot alkotnak!

Egy bank a lekotott betétekre a kamatado levonasa utan évi 6%-os kamatot ad. A kifizetett kamat nagysagat
ugy allapitjak meg, hogy kiszamitjdk az adott pénzdsszeg egy napra juté kamatat (az évet 365 nappal
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szamolva), és ennek annyiszorosa lesz a kamat, ahany napig tartott a lekotés. A lekotés lejartakor a szamlara
visszavezetik a lekotott Osszeget, és jovairjak a kamatot. Azonban a bank kiild egy-egy értesitést (postai
levelet) a lekotés kezdetérdl és a lekotés végérdl is, melynek dija levelenként 75 Ft. Legalabb mekkora
Osszeget érdemes lekdtni ebben a bankban 30 napra? (A bank lekotés nélkiil 0%-0s kamatot fizet.)

8.
Egy pozitiv szamokbol 4llo szamtani sorozat harom, nem feltétleniil egymas utani tagja a, b és c. Tudjuk,
hogy
c—b a—c b-—a
i * b c =0
Adjuk meg a sorozat differenciajat!
9.
Egy szamsorozatban a masodik szdmtdl kezdve barmelyik szdmot megkaphatjuk ugy, hogy a sorszémqé‘l_}(r)z
225
hozzéadjuk a sorozatban kozvetleniil eldtte 4llo6 szam reciprokat. A sorozatban az o6todik szam 43 .
Hatarozzuk meg a sorozatban allé negyedik és hatodik szamot!
10.
Egy utca paros oldalan a hazszamok Osszege egyik saroktdl a masikig 78, ezen a szakaszon legalabb 5 haz
van. Mennyi lehet a saroktol szamitott negyedik haz hdzszama?
11.
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan fTR—=R fiiggvényt, amelyre tetszéleges i, ¥ valds szamok esetén
F(@) + fle+ fly) =20 + !
12.
Hatérozzuk meg az | (#) =V —2+V2r—T++I18 -3z fliggvény maximumat!
13.
Melyek azok a pozitiv egész szamokbol allo (an) sorozatok, amelyekre minden 1 7 J esetén
(ai,a;) = (i,7) teljesiil?
14.
Egy  differenciaju szamtani sorozatban @1 = 1 és @n = 81, Egy 4 hanyadosu mértani sorozatban b1 = 1
és bn = 81, Tudjuk még, hogy% = 0,15, Adjuk meg az &sszes ilyen sorozatot!
15.
Milyen valds z-ek esetén lesz a
flz) = V2sinz —sinx
kifejezés értéke a legnagyobb?
16.

Egy val6s szdmsorozat barmely 5 egymast kovetd tagjanak Osszege pozitiv, barmely 7 egymadst kovetd
tagjanak osszege negativ. Milyen hosszu lehet a sorozat?
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17.

Az iy sorozatot (n természetes szam) a kovetkez6képpen értelmezziik:
Fa n
agp—2 & a,—a,_, ————, ha n =0.

(n+ 1)1

Adjuk meg @n-t n figgvényében!

18.

Hatarozzuk meg a vV & — 2 + /3 — T kifejezés legkisebb és legnagyobb értékét!

2. A feladatok megoldasai

1.

Alakitsuk 4t (*r:]-et teljes négyzetes alakra!

flz) =2 +2mz +m = (z+m)* —m* + m
3
Innen mar lathato, hogy f l:;r’] akkor és csak akkor lesz minden x-re nagyobb 16-nal, ha
—m? +m > i
167
azaz

16m? —16m+3 <0

Ebbo:
13
1"y

elso-feladat.html

Ha minden z-re f (%) = g(z) + L akkor h(z) = f(z) — g(z) — 1 fiiggvény minden x-re nem negativ, és
h(z) = (2 —p)z* +2(p—2)x + 5+ 2p.
. Ha P = 2, akkor () =9, ez minden z-re pozitiv.

Il.HaP # 2, akkor annak a sziikséges ¢és elegendd feltétele, hogy a () masodfoka fliggvény minden x-re
nem negativ legyen az, hogy 2 egyiitthatoja pozitiv és a diszkriminansa nem pozitiv.

D=4(p—2)*-42-p)(5+2p) <0
dp—2)(p—2+5+2p) <0

4(p—2)(3+3p) <0
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a) szerint az elsd tényez6 negativ, ezért 32 + 3 2 0 ebbsl P = —1. Az a) és b) feltételbsl — 1 = p < 2,

Az L. és 1L feltételt figyelembe véve — 1 < p < 2esetén vesz fel £ () minden valos z-re legalabb 1-gyel
nagyobb értéket, mint (@),

masodik-feladat.html

frjuk fel a kétféle sorrendii osszetett fiiggvényeket:

flgla)) =227T1 =1 & g(f(z))=2(2"-1)+ 1.

&

—— floix))

Igy az egyenl6tlenség:
225l 1 <2.2% 1
2.2 _2.2% =0
2-2%(2" —1) <0

2°(2% —1) <0

Egy szorzat pontosan akkor negativ, ha tényez6i ellenkezé eldjellick. Mivel 2% minden x-re pozitiv, igy az
el6zbek szerint 2* — 1-nek negativnak kell lennie, amib6él 2% < 1 adodik.

Mivel a 2* fiiggvény szigorian monoton névekvé és az = — 0 helyen 1 az értéke, igy pontosan akkor lesz 1-
nél kisebb, ha ' < 0. Tehat a megoldas: x << 0.

3 \ by _
Megmutatjuk, hogy ha f (a) = 'D' ¢s f(b) = 0, akkor f (a_;_‘—_) = 0. Ebbsl kovetkezik a feladat allitasa,
hiszen tudjuk, hogy f(O) = f(1) = U, igy al0: intervallumot megfelezve, majd a kapott intervallumokat
tovabb felezve és ezt folytatva a felez6pontok mind zérushelyek lesznek.

Tegyiik fel tehat, hogy fla) = f(b) =0, Ekkor a feltétel szerint:

I (”f{b) < f(a) + £(b) = 0

F4

b .
Tegyiik fel, hogy / (“37) < 0. A feltételt ismét felhasznalva:
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3 b b \ b
() <r(e5) oo (5)

és

ab b . b
(52 <1(552) -1 (39

Ezeket 6sszeadva:

3a+b a -+ 3b a -+
f( 1 )”( 1 )Qf( 2 )

A feltétel szerint is becsiilhetjiik a bal oldalt. Igy a kovetkezét kapjuk:

f(a;l—b) Sf(3aj—b)+f(a—:3b) <af (a;i—b).

%)

Ez pedig ellentmond annak, hogy f ': < O, hiszen egy negativ szam kétszerese kisebb a szamnal. Tehat

f(a:zl—b) o

A fiiggvénynek nem feltétleniil kell mindenhol zérusnak lennie.

=
o
o]

|

S
=
——

|

Il
b2 | =

1,
(51

Az ! “-re kapott eredményt ez utobbiba helyettesitve

F(2) =3(243£(2)) = 1/2,
13

f(2) = ~16.

innen

7
a0 =
Ha (a szdmozast 0-tdl kezdve) a Pascal-hdromszdg ri-edik soraban vessziik az egymast kovetd (k) és

mn
b= )
k + 1 elemeket, akkor

a () () k1

ato - @HGL) G et
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Ezért ha @1, @2, 3,4 a Pascal-haromszog n-edik sordnak egymast kovetd elemei, akkor a szdban forgd
n-+1
harom tdrt egy olyan 3-tagli szamtani sorozatot alkot, amelynek differencidja

A postakoltség 150 Ft, amit a végén, vagy egy masik folydszamlarél vonnak le. Ezért akkor éri meg a
lek&tés, ha a kapott kamat mértéke meghaladja a postakoltséget, azaz

30006
365 = Y

fgy = = 30416, 6 foy legalibb 30 417 Ft-ot érdemes lekdtni.

Mindkét oldalt abc-vel szorozva, majd a tagokat alakitva kapjuk, hogy:

0= {(c—=b)bc+ (a—clac+ (b —a)ab b — ble 4+ a’e —cfa + b2a — a’b

= (b —a) +ab(b—a) +e(a® —b*) = *(b—a) + ab(b —a) + ¢(a —b)(a+b) =
=(b—a)(c* +ab—ac—bc) = (b—a)|lc(c —a) +bla—c)| =

=(b—a)(c—a)(e—b).

Ez akkor 0, haa = b, a = cvagy b = c. Mivel a, b és ¢ egy szamtani sorozat harom kiilonb6z6 eleme, ezért
mindharom esetben a két tag egyenléségébdl kovetkezik, hogy a differencia 0.

Jeloljiik a sorozat negyedik tagjat a-val, hatodik tagjat b-vel! A feladat feltételei szerint:

.1 225
LT
és
43
6+ 208 =bh.
Ezekbol
43 1393
a=— és b= .
10 225

Legyen a sarkon 4116 haz hazszama x. Tudjuk, hogy * + (+2)+...+ (z+2k) = 78 aholk = 4. A
szamtani sorozat 0sszegképlete alapjan ebbol

(2 4+ 2k)(k+1)
5 =

P

és
(z+k)(k+1)=T8=2-3-13.

Mivel & =>4 ezért b+ 1 =06, 13, 26, 39 vagy 78. Mivel T = 2, ezért az utolsé négy esetben
( + k) (k+ 1) ¢recke tal nagy lesz. Az els6 esetben & =5, x = 13 — 5 = 8, és igy a negyedik haz
hazszdma 8 + 3 - 2 = 14,
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11.

Az x=0,Y= f(0) helyettesitéssel FO) + FO+ fF(F(0))) = 2-‘0 + f('D:], vagyis az f(f(0)) =a
jeloléssel £(@) =0, Hax =y = a, akkor a feltétel szerint 0 = 2f(2) = 34, 4 — (. Ha teht Iétezik ilyen
f fiiggvény, arra sziikségképpen f \('D,] =0, Ekkor tetszOleges x valos szam esetén az ¥ — 0 helyettesitéssel

2f(z) =2z adodik, vagyis J () == teljesiil minden x-re. Mivel ez a fiiggvény minden x, ¥ valos
szamparra ki is elégiti az egyenletet, a feladat egyetlen megoldasa az flz) ==z figgvény.
12.
30
Az f figgvény értelmezési tartomanyaa 2 intervallum.
E -
f{x)
rx/ I'
44 |
2 -
0
o 2 4 G

A szamtani és négyzetes kdzepek kozott fennalld egyenldtlenség értelmében minden ilyen x-re

(

ahol egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha

f(;:] )2 < (r —2)+ (29:—3?] + (18 — 3x) 3,

VI —2=+/2x—T=1+/18 —3x.

Minthogy ennek pontosan az & — 5 szam tesz eleget, az f(z) figgvény maximuma 3\!’3 amitazxz =5
helyen vesz fel.

13.

Minden m pozitiv egész szamra (@m, @2 ) = (m,2m) = M vagyis ™ | @, Legyen n tetszbleges pozitiv
egész, ekkor alkalmas k pozitiv egész szimmal @n = K70, Tegyiik fel, hogy & > 1. Ekkor @n = kn | On,
vagyis k7 | (an;apn) = (n,kn) = 7 ami nem lehetséges. Ezért minden n pozitiv egész szamra @n = 1,

14.

20
n—1, ('“ 7 1:],

A szamtani sorozat 1. tagjara vonatkozé képlet alapjan (-n - 1:]5": = 80 ahonnan
12

illetve ebb6l azonnal lathato, hogy d, és a 1 71 — 1 eredmény miatt 4 is nyilvanvaléan racionalis szam.
Felhasznalva, hogy

3
T _p15 =2,
e 20
ebbé]
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3 80 12
20 n—1 n-—1"

q:

Ha ¢ irracionalis szam lenne, akkor (ﬂ — 1)d s irracionalis lenne, ami ellentmondas. Tehat d racionalis, igy
7]

7= b, ahol (a,b) = L vagyis a tort szamlaldjaban és nevez6jében nincsen koz0s primtényezo.

(a
12

b
egyszerUsiteni, tehat csak abban az esetben lehet egyenl6 81-gyel, hab = 1, tehat 4 egész. Mivel 1= n—1
és n legalabb 2, ez csak n=2, 3, 4, 5, 7 vagy 13 esetén lehetséges. Ekkor 4 értéke rendre 12, 6, 4, 3, 2 és 1,

azonban QH_L csak n=5, =3 esetén lesz 81. Ebben az esetben d=20, és @5 valoban 81.

q is az:

n—l1
Ekkor viszont ) szamlalojaban és nevezdjében sincs kozos primtényezd, a tortet nem lehet

Tehat csak egy ilyen sorozatpar van, mégpedig n = 5 esetén, ekkor d = 20 és 4 = 3,

15.

Legyen f(z) = V2sinz —sinx

flx)=y 2sinx-sinx

Legyena = v 2sinx,

1

a— —a’ = a(l— §a:].

b2 | =

Ez egy masodfoku fiiggvény, maximumit a = 1-ben veszi fel. Ekkor @ = v2sinx =1, vagyis
sinw = 1/2 Tehat f () ¢ricke

.
;r:%—I—Qki’r (k€Z) és x= %Jrﬁm =

1

esetén lesz a legnagyobb (ez az érték 5).

16.

10 hosszt sorozatra jo példa az 5, -7, 5, -7, 5, 5, -7, 5, -7, 5 sorozat, és ennek barmely néhany egymast kovetd
tagja is jo sorozatot alkot, vagyis I = 1 < 10 esetén létezik ilyen sorozat. Megmutatjuk, hogy 11 hosszi
sorozat mar nem adhaté meg a kivant médon, ebbdl kovetkezik, hogy 7@ = 11 esetén nincsen megfeleld n
hosszusagu sorozat. Tegyiik fel, hogy mégiscsak 1étezik ilyen 11 hosszu sorozat. Ebben barmely két egymast
kovetd tag valamelyik iranyban kiegészithetd a sorozat 7 egymast kovetd tagjava, melyek dsszege negativ, de
a hozzavett 5 tag 0sszege pozitiv. Ebbdl kovetkezik, hogy a sorozat barmely két egymast kdvetd tagjanak
Osszege negativ. Ekkor azonban az elsé 10 tag dsszege egyszerre pozitiv és negativ is kell, hogy legyen, ami
nem lehetséges.

17.
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1
=14+ ——
Az n néhany értékének kiprobalasa utan azt a sejtést fogalmazhatjuk me_g hogd o (n+1)! gz
n—o0 n N (n4+1)!
esetén igy van, ha pedig valamely  természetes szamra , akkor
n+1 _ 1 n—+1 . 1
R T T R T

allitasunk helyessége tehat kovetkezik a teljes indukcio elvébal.

Irjuk fel a megadott feltételek alapjan az
g — @y, @) — @2y «..y Ap—1 —Op

kiilonbségeket. A kiilonbségek dsszeadasa utan azt kapjuk, hogy

1
iy — Gy — .
0 n I:ﬂ + l]"
1
a, = 1+ ;
és igy @n = 2 alapjan (n+1)!

18.

Az flz) =vz —2+V3—x fiiggvény pozitiv értékeket vesz csak fel, ezért pontosan ott van a
maximuma és a minimuma, ahol a négyzetének:

\_ f—
fHz) =2 (z—-2)(3—z) + L

Ennek (és F() nek is) legkisebb értéke 1, amit T = 2¢és.x = Jesetén vesznek fel. A legnagyobb értéket
pedig £ = 2,5 esetén veszik fel, ekkor flz) =v2,

56
XMLmind XSL-FO Converter
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1. Sikgeometriai feladatok

1.

Igazoljuk, hogy ha egy trapéz atléi merdlegesek, akkor szarainak szorzata legalabb akkora, mint a
parhuzamos oldalak szorzata.

Legyen adott a sikon egy haromszog. Szerkessziik meg a haromszog belsejében azt a P pontot, amelyikre
igaz, hogy azt a haromszdg oldalegyeneseire vetitve, a vetiileti pontok alkotta haromszdg sulypontja éppen P

Hany kiilonbozé alakt téglalapot lehet Osszeallitani 72 darab egybevagd négyzetlapbol, ha egy-egy
téglalaphoz mindegyik négyzetlapot fel kell hasznalni?

Adva van az ABCD négyzet. Keressiik meg azokat a P pontokat a négyzet sikjaban, amelyekre a
kovetkezé négy haromszég mindegyike egyenld szara: ABP, BOP,CDP, DAP!

Adott egy O1 kbzéppontu, 3 egység sugara k1 kor, és egy Oz kdzéppontt, 4 egység sugarti K2 kor a sikon, 01
és Oz tavolsaga 8 egység. Mindegyik kor kozéppontjabol érintéket hiizunk a masik korhoz. Igazoljuk, hogy
az O1-b6l hazott érinték k1 korrel vald metszéspontjainak tavolsiga egyenld az (2-bsl huzott érinték k2
korrel vald metszéspontjainak tavolsagaval!

Az AB szakaszt a ' és I pontok harom egyenld részre bontjak. A C'ID szakasz folé egy (7 D () szabalyos
haromszoget szerkesztettiink. Az O kdzépponta, O A = OB sugari kor az OC félegyenest a P pontban
metszi. Szamitsuk ki az A P B haromszog szogeit!

Egy derékszoglh haromszog atfogojan hatarozzuk meg azt a P pontot, amelyre teljesiil, hogy F-t két
befogora merdlegesen vetitve, a vetiiletek tavolsaga a lehetd legkisebb!

2. A feladatok megoldasa

1.
Legyen az atlok metszéspontja F, az AB, BC, C D, D A szakaszok hossza rendre a, b, ¢, d. lsmeretes,

hogy egy négyszog atloi akkor és csak akkor merdlegesek, ha a szemkozti oldalparok négyzetének az dsszege
egyenld. Fennall tehat a kovetkezd egyenléség:

b2+d2 =a2—|—c2.
Atrendezve és teljes négyzetté kiegészitve ebbdl az

(b+d)* — (a+c)* =2(db —ac)
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egyenldség adodik. Azgkell tehat snegmutatnifk,-hagy a bal oldal nemnegativ. Ehfiez kiegészitjilk azgbrat.
HosszabbitsjikJmeg a oldalt -n tf@7y3 szakasszal, tov@lbajeloljik 7 fikérképét  -rg (7val
Ekkor paralelogramma, a deltoidban pedig és . Igy
szimmetrikus trapéz, tehat .

Trapéz az 1. feladathoz

A BGF haromszogbdl a haromszogegyenldtlenség szerint
b+d=>a+c,

tehat a fenti kifejezés bal oldala valoban nemnegativ. Egyenl8ség akkor all fenn, ha ¢ A-ba esik, vagyis a
trapéz atloi felezik egymast, tovabba feltétel szerint merdlegesek, tehat a négyszog rombusz.
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/ \

{ LY

A haromszog cstcsait jelolje A, B és C, a P pont vetiiletei a BC, C A, A B oldalakra pedig legyenek rendre
X, Y és Z. P pontosan akkor sulypontja az XY Z haromszognek, ha a P X, PY, PZ egyenesek rendre
felezik az ¥ 7, Z X, XY szakaszokat. Vizsgaljuk meg, mit jelent az, hogy a P Z egyenes felezi az XY
szakaszt. Ha a P Z és XY egyenesek metszéspontjat Z'-vel, az X és Y pontok A B egyenesre esd vetiileteit
pedig X aB-vel és Yap-vel jelsljiik, ugy Y'Z" = Z' X akkor és csak akkor teljesiil, ha YaBZ = ZXan,
vagyis ha Y Psin (YPZ'Z) = XPsin(XPZ' /)

Tegylik fel az egyszeriiség kedvéért, hogy Z az A B szakasz belsé pontja. Ekkor az abrarol, az AZFPY és
B X P Z hurnégyszogeket figyelembe véve, leolvashatd, hogy

YPZ £ =180° - YPZs =YAZ/ =«

és

XPZ'Z=180° - XPZ/ = XBZZ = 3.

Ez akkor is igaz, ha a Z pont esetleg egybeesik az A B szakasz valamelyik végpontjaval, vagy azon kiviil
helyezkedik el.

A szinusztétel alapjan tehat a 7 egyenes pontosan akkor felezi az XY szakaszt, ha
Yz YP-sino Yr AC
- Z’X XP-sin3@ XP ' BC’
. Yr _ AC .
vagyis ha XP — EcC. Azon P pontok, amelyekre ez az Gsszefliggés teljesiil, egy C-n athalado €c egyenesre
illeszkednek, amelyet megszerkeszthetiink gy, hogy az AC és B egyenesekkel, azoknak a haromszoget

tartalmaz6 oldalan, azoktol AC, illetve BC tavolsagban parhuzamosokat huzunk, és ezek metszéspontjat
Osszekotjiikk a C ponttal.

ZP AE
Hasonlokeppen a PX (PY) egyenes pontosan akkor felezi az Y Z z (XZ) szakaszt, ha YFP — AC
Xr __

(Z P AB ] Vilagos, hogy a harom feltétel koziil barmely kettd teljesiilése maga utan vonja a harmadik

teljestiilését is.
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Ha P az XY Z haromszdg sulypontja, akkor sziikségképpgen illeszkedik az €C egyenesre, és arra az €4
egyenesre is, amelyet ugy szerkeszthetiink meg, hogylaz és Acegyenesekkel parhuzamosokat huzunk,
azoknak a haromsggOget tartalmazo oldalan, )ik ecq , illetve Hhippisagban, és ezen parhuzamosok
metszéspontjat az  festcesal Osszekotjik. Az és  egyenesek az haromszog belsejében metszik
egymast. A keresett  pont nem lehet mas, mint ez a metszéspont, €s ez valoban jo is.

72 darab egységnyi oldalti négyzetbdl kirakando téglalapot az oldalak hosszdval hatdrozhatjuk meg, melyek
pozitiv egész szamok, szorzatuk pedig 72. Mivel 72 =1 -2 -2 -2 - 3 - 3, ezért a kovetkez tablazat foglalja
Ossze a lehetséges eseteket.

F lehet a négyzet kozéppontja, ekkor mind a négy haromszog egybevagd, az alapok a négyzet oldalai. A
haromszogek kétféleképpen lehetnek egyenl6 szartiak:

* anégyzetoldal az alap, F pedig az oldalak felezémerdlegesein van
» egyik szaruk a négyzet oldala: ekkor FF a megfeleld csticstol oldalnyi tavolsagra van.

Ezért F a csucsok koriili oldalnyi sugart koérokon lehet.
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010 R ¢ O AB derékszogli haromszogek hasonloak:

AB _ RO, 3
0,4 = 0,05, amibsl AB = 3,

Ugyanigy 01025 ¢s DC O3 haromszogek hasonloak:

Dc _ So, s
DO, ~ 0.05, amibsl PC = 3.

A kimetszett hiirok valoban egyenld hosszuak.
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ACO L = OD B/ egyenlészart haromszogek, és mivel cstcsszogilk mellékszoge 60°, ezért az alapon
fekvo szogeik 30°-osak.

O AP és O P B haromszogek egyenl8szaruak, csucsuk az (0 pont.

OAPZ = APO/ — Y307 _ 750

)

BOP/ = 60° 4 30° = 90°
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Elemi geometriai feladatok

OPB/ = PBO/ = 1802900 — y50

Tehat o = 75° — 30° = 45°, 3 = 45% —30% = 15% ¢y = 757 4 457 = 1207

Az XCOY P négyszog téglalap, ezért az atloira igaz, hogy egyenlé hossziak: XY = CP. igy a talppontok
tavolsaga akkor lesz a legkisebb, ha (¢ a legkézelebb van az atfogdhoz, azaz F a (' -bdl induld

magassagvonal talppontja.

3. Térgeometriai feladatok

1.

Egy konvex testnek két haromszoglapja és harom négyszoglapja van. Kossiik 0ssze az egyik haromszoglap
mindegyik csucsat a vele szemkozti négyszoglap atloinak metszéspontjaval. Bizonyitsuk be, hogy a harom

egyenes egy ponton megy at.

Egy konvex poliéder — Hiaromszog alapu hasab
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feddle

N

alaplaj

Példa a konkav poliéderre — Szilassi poliéder

Az ABCD tetraéder ) cslicsban talalkozd élei paronként merdlegesek egymasra. A P,Q,R,S1T,U
pontok a megfeleld ¢lek felezopontjai. Igazoljuk, hogy PU=QS = RT

Haromszog alapu gula, tetraéder

64
XMLmind XSL-FO Converter



Elemi geometriai feladatok

Gombokbol bsszerakott piramis, tetraéder

3.
Adott egy szabalyos tetraéder. Igazoljuk, hogy a tetraéder barmely belsé pontjara igaz, hogy a négy laptol
meért tavolsaganak dsszege egyenld az egyik csticsnak (barmelyiknek) a szemkozti laptdl mért tavolsagaval!
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Bizonyitando, hogy ha egy test minden sikmetszete kor, akkor a test gomb.

Gomb sikmetszetei

Az ABC D gila tartalmazza (belsejében vagy hataran) a D-t8l kiilénb6z8 P pontot. Bizonyitsuk be, hogy a
P A, PB, PC tavolsagok kozott van olyan, amely kisebb a D A, D B, DC tavolsagok valamelyikénél.

4. A feladatok megoldasa

1.
Meg kell hataroznunk a test alakjat. Egy négyszoglap éleihez csatlakozik mind a négy tovabbi lap. Mivel a

test konvex, igy a testet a négyszoglapok sikjai altal hatarolt egyik konvex térrészbdl a haromszoglapok sikjai
metszik ki.

C2
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Ez a térrész egy triéder (haromoldalu testszoglet, amelyiknek a lapszogei 180°-nal kisebbek), vagy végtelen,
haromoldalt haséb. Ennek a hatrlapjain a tovabbi két metszd sik kozott négyszdgeknek kell keletkezniiik,
tehat a két sik metszésvonalanak a térrészen kiviil kell lennie, vagy parhuzamos a két sik. A
haromszoglapoknak tehat nincs k6z6s pontja.

Legyenek ezek a lapok A1B1C) és A2 B2Ca ) a tovabbi élek pedig A1 Az, BiBa, C1Cy . Jelsljik a
BB, CyC OOy AQAL, A1 A BB,y lapok atléinak a metszéspontjat rendre As, B, C'-s-mal, és nézzik
az A1 Az, By Bs, C1Cs5 egyeneseket.

Az A1 B1C3 sikmetszet 81C3 oldalanak belsd pontja Az, A1Ca-nek pedig B, igy A1 Az és B1 B3 metszi
egymast a haromszog belsejének egy M pontjaban. Hasonléan lathato, hogy C'1C3 is metszi Ay Azt is,
B\ Bs-at is.

Az A1 B, Cy siknak egyik oldalara esik C1, a masikra 42 és Ba, tehat C1 és C is ellenkez oldalara esik.
C1Cs-nak tehat egy kozos pontja van a sikkal, és igy csak akkor metszheti A1 Azs-at is, B1 Ba-at is, ha ez a
pont AJ. A harom egyenes tehat egy ponton megy keresztiil, €s ezt kellett bizonyitanunk.

A tetraéder I} csticsbol indulé élei paronként merlegesek egymaésra, ezért ADC, ADB é BDC
derékszogli haromszogek. Az SR, RU, PS5, PT, QT QU 4 megfeleld derékszogli haromszogek
kozépvonalai, tehat P1'= SD = RU, SP=DT=UQ RS=UD =01 ¢ a7 egyenld szakaszok
parhuzamosak is. Ezért a PT, D, S5 R,QU pontok egy téglatest nyolc csucsa koziil keriilnek ki, a
PU,QS, BT szakaszok pedig a téglatest testatloi, tehat egyenld hossziiak.

Jelolje £ a szabalyos tetraéder lapjainak teriiletét és 771 a magassagat (barmelyik cstcsbol a szemkdozti lapra
allitott merdleges szakasz hosszat). Legyen tovabba F a tetraéder egy tetsz6leges belsé pontja. A tetraéder
térfogata egyenld annak a négy tetraédernek a térfogatdsszegével, amelyre a F’-t a csucsokkal 0sszekotd
szakaszok felbontjak az eredeti tetraédert. Ha most a F tavolsagat az egyes lapoktdl rendre igy jelodljiik:
di,da,ds,dy ezek az egyes résztetraéderek megfeleld magassagok, tehat

tm_fd]_ fd.z fd.s fd._;

3 3+3+3+3

Ebbdl kovetkezik, hogy

m =d; +dy+dy+dy,

ami éppen a bizonyitando allitas.

Tekintsiik a testnek egy leghosszabb hurjat. E huron atfektetett sik a testet korben metszi, s a har ennek a
kornek atmérdje, hiszen kiilonben ennek a kdrnek, tehat maganak a testnek is volna a kiszemeltnél hosszabb
harja. Ebbdl azonban az kovetkezik, hogy a test azonos azzal a gombbel, amelynek egyik atmérdje a
kiszemelt har. Ez az okoskodas hianyos, mert nem bizonyitja, hogy van leghosszabb hur. Okoskodasunk
bizonyitassd valnék, ha ezt is bizonyitanank, ehhez azonban a felsébb matematika eszkdzeinek hasznélatara
volna sziikség.

Feltehetjiik, hogy P nincs a DA, DB, DC qldaléleken, mert ha pl. a DA élnek D-t8] kiilonbozé pontja,
akkor PA < DA,

Elég megmutatnunk, hogy az APD,BPD,CPD haromszogek valamelyike P -nél derékszogii vagy
tompaszogii. Ha ugyanis pl. az AP DA ilyen, akkor 1D A a legnagyobb oldala, s ezért P4 < DA,

A F-bél induld, F D-vel hegyesszoget bezard félegyenesek annak a féltérnek a belsejében haladnak, amelyet
a P-ben F D-re mer6legesen allitott sik hatarol, s amely tartalmazza a I pontot. Ha tehat az elébb emlitett
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Elemi geometriai feladatok

haromszogek F-nél mindannyian hegyesszogliek, akkor a gula minden csucsa a mondott féltér belsejében
van, tehat maga a gula is, s ez ellentmond annak, hogy F a féltér hatarsikjan helyezkedik el. Ez az
ellentmondas bizonyitja, hogy hdromszdgeink kozott valoban van olyan, amely F-nél nem hegyesszogi.

D
L
P
- o
g - ) S
- \ -
\ o~ -
— — —_ Il.
— — —
'|I ——
\
\
\
I|
'B
[ J

5. Feladatok onall6 feldolgozasra

1.

Az ABCD négyzet teriilete 60 cm?, a BC és a C' D oldalak felezpontjai F, illetve F'. Az AE és BF
szakaszok metszéspontja (=, az AC és BF' szakaszoké H. Mekkora a C H( E négyszog teriilete?
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Egy konvex négyszog egyik kozépvonala felezi a teriiletét. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog trapéz!

A ¢ atfogoja derékszogl haromszog sulyvonalainak négyzetosszege d. Igazoljuk, hogy ha ¢ és d egész szam,
akkor @ = 61
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9. fejezet - Logikai feladatok és
halmazok

1. Feladatok

1990 papirlapra rairtunk egy-egy szamot. Mutassuk meg, hogy kivalaszthato 45 lap ugy, hogy vagy
mindegyikre azonos, vagy mindegyikre kiilonbdz6 szam van irva!

Felbonthato-e az {1:2:3:--- 15} halmaz egy két elemli A és egy 13 elemii B halmazra gy, hogy A
elemeinek szorzata egyenl6 legyen B elemeinek dsszegével?

Egy matematikaversenyen harom feladatot tliztek ki. 56 versenyz6 oldott meg legalabb egy feladatot. 2
versenyz6 volt, aki mindharom feladatot megoldotta. A harmadik feladatot megoldok koziil 10-zel tobben
oldottak meg a masodikat, mint az elsét. Az elsét és a masodikat is megoldd versenyzok 10-zel tobben
voltak, mint akik csak a harmadikat oldottak meg. Aki megoldotta az elsdt és a harmadikat is, az a masodikat
is megoldotta. Akik csak az elsd vagy csak a masodik feladatot oldottak meg, 6sszesen 14-en voltak. Hany
versenyz6 oldotta meg a harmadik feladatot?

Egy hételem(i halmaz haromelemil részhalmazait kell kiszinezniink gy, hogy ha két részhalmaz metszete
iires, akkor sziniik kiilonb6z6. Legalabb hany szinre van ehhez sziikségiink?

Egy kerek asztalnal hazugok és igazmondok iilnek, Osszesen 30-an. Tudjuk, hogy minden hazudds két
szomszédja koziil pontosan az egyik hazudés. A 30 ember koziil 12-en azt mondjak, hogy nekik pontosan
egy hazudds szomszédjuk van, a tdbbiek pedig azt, hogy mindkét szomszédjuk hazudés. Hany hazudoés iil az
asztalnal?

Adott az 12,3, ... ;7 szamoknak n darab kiilonboz6 részhalmaza. Bizonyitsuk be, hogy van olyan szam,
amelyet minden halmazbo6l elhagyva, a megmarad6 halmazok tovabbra is kiilonbozdek.

Négy lany és négy fit elmentek egyiitt egy balba. A keringénél mind a négy fit felkérte a négy lany
valamelyikét tancolni (egy lanyt csak egy fil), majd a tangoénal holgyvalasz volt, azaz a négy lany
mindegyike kérte fel a négy fiu valamelyikét (egy fiut csak egy lany). A két tanc soran nem tancolt egyiitt
kétszer ugyanaz a par. A kovetkezoket tudjuk a felkérésekrol:

a.

Csabi azzal a lannyal kering6zott, aki Danival tangozott.

Andris azt a lanyt kérte fel kering6zni, aki azzal a fiaval tangdzott, akivel Enikd keringdzott.
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Berci azzal a lannyal kering6zott, aki Mari keringdpartnerével tangdzott.

Gizi nem tango6zott Bercivel.

Hédi egy olyan fitival tangézott, aki nem kering6zott Gizivel.

A két tanc utdn a tincmester kérésére mindenki annak a hata mogé allt, akit felkért (annak a hatat nézte). gy
a négy fil és a négy lany éppen egy nagy korbe rendez6dott el.

Ki kivel kering6zott, illetve tangdzott?

Egy gyakorl6 6ran a matematikatanar 6tféle feladatot tiizott ki, minden fajtabol harom darabot. Egy feladat jo
megoldasaért 1 pontot kapnak a tanuldk, ha nem oldottak meg ebbdl a fajtabol tobbet. Ha két j6 megoldasuk
van egy fajtabol, akkor ezekre feladatonként 4 pontot, ha mindhdrom megvan egy fajtabol, akkor ezekre
feladatonként 9 pontot kapnak. A feladatmegoldasban a tanulok csapatokban vettek részt. A végén minden
csapatnak a tobbiekétdl kiilonb6z6 pontszdma alakult ki, de minden csapat pontszama 3-mal oszthatd lett.
Legfeljebb hany csapat vehetett részt a feladatmegoldasban?

Van egy varos, ahol mindenki igazmond6 vagy hazudés, és Oriilt vagy normalis. Az igazmonddok azt
mondjak, amit gondolnak, a hazuddsok az ellenkezdjét mondjak annak, amit gondolnak. A normalisak az
igazat gondoljak, az oriiltek az igazsag ellenkezdjét gondoljak. Négyen, akik ebben a varosban laknak, a
kovetkezdket mondtak:

+ Andi: Oriilt vagyok.

* Bandi: Igazmondé vagyok.

» Szandi: Hazudoés vagyok.

* Dendi: Normalis vagyok.

* Andi: Szandi igazmondo.

* Bandi: Dendi 6riilt.

* Szandi: Bandi hazudés.

¢ Dendi: Szandi normalis.

Allapitsuk meg a négy személyrdl, hogy melyikiik hazudos, illetve melyikiik igazmondé, valamint melyikiik
normalis, illetve melyikiik Oriilt.

10.

Négy fiu és négy lany tancolni mentek egy balba. Az elsé négy tanc soran a négy fit mindegyike pontosan
egyszer tancolt a négy lany mindegyikével, egy-egy tancot teljesen végigtancolva egymassal. Csaba
Fannival, Barnabas Helénnel tancolta a bécsi kering6t. Aladar tangopartnere Gabriella, Davidé Fanni volt.
Gabriella Csabaval, Eniké Daviddal mambozott. Ki kivel tancolta az els6 tancot, az angol keringdt?

11.

A 8. évfolyam négy osztalya vett részt az iskolai matematika versenyen. A versenyen minden csapat
kiilonb6zé pontszamot ért el. Az eredményhirdetés el6tt az egyik matematikatanar Osszeadta minden
lehetséges modon 2-2 csapat eredményét, és megmondta, hogy a kapott 6sszegek koziil a legnagyobb 128, a
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legkisebb 82. Tovabba azt is megstgta, hogy a 2. és 3. helyezett csapat kdzott csak 4 pont volt a kiilonbség.
Mennyivel gytjtott tobb pontot az elsd helyezett, mint a negyedik helyezett?

12.

Az A halmaz elemszama tobb, mint a B halmaz elemszama, de kevesebb, mint B elemszdmanak kétszerese.
Tudjuk tovabba, hogy a B halmaznak 16-tal tobb részhalmaza van, mint a ' halmaznak. Hany részhalmaza
lehet az A halmaznak?

13.
Egy 500 embert érintd felmérés soran kideriilt, hogy a megkérdezettek 46%-a Szereti az eper, 71%-a a
vanilia, 85%-a csokoladé fagylaltot. Van-e a megkérdezettek kozott hat olyan ember, aki mind a haromféle
fagylaltot szereti?

14.
Egy iskola kilencedik évfolyaman négy osztaly van. A négy osztaly négynapos erdei iskola programon vett
részt. Minden osztaly egy nap tirdzni ment, a tobbiek ekkor kiilonb6z6 foglalkozasokon, eldadasokon vettek

részt. Hétfon az A osztaly trazott, ekkor 81-en, kedden a B osztaly, ekkor 79-en, szerdan a C-sek, ekkor 75-
en, csiitortokon pedig a D-sek, ekkor 80-an maradtak a taborban. Hany s osztalyok vannak az évfolyamon?

2. A feladatok megoldasai

1.
Ha a lapokon szerepel legalabb 45 kiilonbdz6 szam, akkor kivalaszthatdo 45 lap ugy, hogy mindegyiken
kiilonb6z6 szam szerepel.
Ha nincs 45 kiilonb6z06 szam, azaz legfeljebb 44 féle szam szerepel, akkor az 1990 szamot helyezziik el annyi
skatulyaba, ahany szam szerepel! (Az azonos szdmokat ugyanabba a skatulyaba, a kiillonbozoket kiilonb6z6
skatulyéba.)
Mivel legfeljebb 44 skatulya van, és 44.44=1936<1990, ezért lesz olyan skatulya, amelyben 44-nél tobb,
tehat legalabb 45 szam szerepel.
Igy kivalaszthat6 45 olyan lap, amelyen azonos szamok szerepelnek.

2.
Nem bonthaté fel. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen felbontas.
1+2+4 -+ 15 = 120, Legyen a kételemti halmaz < = {Z ¥}, Ekkor B elemeinek dsszege 120-T — .,
A feltétel szerint
ry =120—x —y
oy +y+x =120
oy +x+y+1=121
(z4+1)(y+1) =121
Ha x és ¥ az eredeti halmaz kiilonboz6 elemei, akkor 121-et kellene felirni két kiillonboz6 2 és 16 k6zé es6
szam szorzataként. Ez nem lehetséges, tehat nem létezik megfelel felbontas.

3.

Azok kozott, akik a masodikat megoldottak, 10-zel tobben oldottak meg a harmadikat, mint az elsét. igy
m =14 10,
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Az elsét és- ﬁlasodlkgatlﬁ megoldé versenyzok 10-zel tobben voltak, mint akik csak a harmadikat oldottak
meg. Igy

Aki megoldotta az els6t és a harmadikat is, az a masodikat is megoldotta. gy I = 0.

Akik csak az els6, vagy csak a masodik feladatot oldottdk meg Gsszesen 14-en voltak. gy T + ¥ = 14

r+z+8+14—-—24+04+24+10+2 =056 = z =11.

Tehat a harmadik feladatot 23-an oldottak meg.

{13-33} sorozatban minden egyes reszhalmaz mas szind kell legyen, mint az azt megel6z6. Latszik tehat,
hogy két szin még nem elegendd, hiszen a sorozat tagjait felvaltva szinezve, az utolsé tagnal azt tapasztaljuk,
hogy azt mas szinnel kell kiszinezniink, mint a vele megegyez6 els6 tagot.

Harom szinnel azonban a feladat mar megoldhatd. Szinezziik pirosra azokat a részhalmazokat, amelyekben
benne van a 7, a tobbi haromelemi részhalmazt pedig szinezziik kékre, illetve zoldre szerint, hogy a benniik

1évo elemek Osszege paros-e, avagy paratlan. Tegyiik fel, hogy {a,b,c} g5 {d, €, } metszete iires. Ha
Valamelylk plros akkor a masik nyllvan nem lehet az, h1szen a 7 nem szerepelhet mindkét halmazban. Ha

Ezért a két reszhalmazban szereplo elemek Osszege kulonbozo parltasu vagyis egylk reszhalmaz kék, a
masik pedig zold kell legyen.

A feltételek szerint azt, hogy pontosan egy hazudds szomszédjuk van, csak az igazmondok mondhatjak.
Ekkor a kovetkezd iilésrend lehetséges: (I — igazmond6, H — hazudés) IHHIIHHI. Ha egy igazmondo
mindkét oldalan hazudés {l, akkor az IHHIHHI szekvencia valosul meg. Harom igazmondd nem {ilhet
egymas mellett a feltételek szerint. Ezek szerint a hazudosok szama paros. A két lehetséges szekvenciat az
IHHI és a HHI iiléssorrenddel irhatjuk le. Csak az els6 esetként, azaz hogy minden igazmondd mellett iiljon
hazudoés is nem lehetséges, mert 30-an vannak, holott ennek a feltételnek csak annyian tudnak megfelelni,
amikor szamuk 4-gyel oszthatd. Ezért 4k + 31 = 30, ahol k az elsé eset eléforduldsa, 1 pedig a masodiké,
ami ugy is megfogalmazhato, hogy < 2(k + 1) hazudés és 2k + 1 igazmond6, tovabba, hogy 2k = 12,
ahonnan [ = 2. Tehat 16 hazudos és 14 igazmodo il az asztalnal.

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitis, vagyis minden 1 = i < 7 esetén taldlhato az adott halmazok kozott
egy Aj és egy Bi halmaz ugy, hogy 1€ Ai de Bi = A; U{i}, Tekintsiik az adott halmazokat egy graf
csticsainak, melyben minden i-re az Aj; és Bi halmazokat dsszekdtdttiink egy €: ¢éllel. Ennek az n szogpontu,
nyilvan egyszer{i grafnak pontosan . éle van, tehat talalhaté benne egy kor, vagyis az adott halmazoknak egy
olyan Hy,Hy,...,H; sorozata, ahol az indexekkel modulo k szamolva, minden i-re H; ¢s Hit1 kozott
halad egy €l. A kor iranyitasat megfelelen valasztva feltehetjiik, hogy H = AJ', Hy = B; valamely
1 < j < N egetén. Ekkor a J szdm nem eleme a 1 halmaznak, de eleme Ha-nek. Mivel © 7 1 esetén Hi és
Hit1 koz6tt mar nem az €7 él vezet, ebbsl J € Ha, majd ugyanigy J € Hu,y ..., J € HA, végiil 7 € H
adodik. Ez az ellentmodas bizonyitja, hogy az allitas mégiscsak igaz kellett legyen.

Jeloljiik a személyeket kezddbetiiikkel, a betiikbdl induld nyilakkal pedig azt, hogy ki kit kért fel tancolni. A
megadott adatok alapjan az alabbiakat tudjuk:

e (U =T —= 1D
o A =7 7T = K

e B =7 =7 — A
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« ¢ — Bnem!
Hédi olyan fia mogott all, aki eldtt nem Gizi all.

Nézziik végig a fiuk lehetséges sorrendjét! Ez csak két esetet jelent, ha Csabatol indulunk. Ugyanis a Csaba
el6tti fin mindenképpen Dani, és a folytatas csak A, B vagy B, A sorrend lehet.

I. eset: C el6tt D, eldtte B, elotte A. Ekkor a kordbban mondottak alapjan a kor igy nézhet ki:
C—7T—D—-7T— B—=7— A— M — C.Deaz A el6tti harmadik személy Eniké (AMCE sorrend),
tehat € — F — D =7 —- B =7 — A — M — . Gizi nem 4allhat Berci mogott, igy a kor:
C—-F—-D—-H—-=B—-G—A—M-—C.De H— B — @ ellentmond az utolsé feltételnek.

II. eset: C eldtt D, elétte A, eldtte B. Ekkor a kordbban mondottak alapjan a kor igy nézhet ki:
C—-7—D—=7— A—=7— B — F — C. De a B el6tti harmadik személy Mari (BECM sorrend),
tehat C — M — D —7 — A =7 — B — FE — . Gizi nem allhat Berci mogétt, igy Andris mogott
kell alljon, Hédi pedig Andris elétt. fgy akor: C — M — D — G — A — H — B — FE — C. Ennek
megfeleléen a kering6z6 parok: Csaba-Mari, Dani-Gizi, Andris-Hédi, Berci-Enikd, a tangbz6 parok: Mari-
Dani, Gizi-Andris, Hédi-Berci, Enik6é-Csabi.

A csapatok a megoldott feladatcsoportokért 0, 1,2 -4 vagy 3 - 9, azaz 0, 1, 8 vagy 27 pontot kaptak. Egy
csapatnak 6t feladatcsoport megoldasara volt lehetsége, tehat pontszama Gsszesen 6t darab 0, 1, 8 vagy 27
Osszege. Foglaljuk tablazatba, az egyes feladatcsoportokra kapott milyen pontszamok esetén lesz 3-mal
oszthat6 ~ az  Osszpontszam! 1+ 1+1+148=12 1T+ 1+14+27427=57 |
1+ 1484+8427=45 | 1+8+84+848=33 | 14+84274+27+27=90
B4+B84+B427T4 27 =T8 2T427T 4274+ 274+27=135 ; O040404148=9

i =
0+0+0427+ 27 =54 0+0+4+04+0+27 =127
0

, 0+04+04+04+0=0 ,
1+414+140+27=3 , 1+14+14040=3 , 1+14+848+0=18 ,
14840427427 =63 | 1484040427 =36 | S+84+B24+04+27T=051 ,
S+E24+E24+040=24, 0427 4+27427T+27 =108 0+04 27 + 27 + 27T =51, Ez 6sszesen
husz lehet6ség, tehat legfeljebb 20 csapat vehetett részt a feladatmegoldasban.

A feltételek alapjan konnyen végiggondolhatd, hogy a normalis igazmond6 és az 6riilt hazudos igazat mond,
az Oriilt igazmondo €és a normalis hazudds pedig hazudik. Mivel Szandirdl ketten is allitottak valamit, ezért
induljunk ki Szandi elsé mondatabol.

I. eset: Ha Szandi els6 mondata igaz, akkor Szandi Oriilt hazudos, tehat Andi és Dendi sem mondott igazat a
masodik allitisaban, igy az elsében sem. Ennek megfeleléen Andi normalis hazudds és Dendi Oriilt
igazmond6. Ekkor Bandi maésodik allitasa igaz, igy Bandi normalis igazmondé. Ekkor viszont Szandi
masodik allitasa nem igaz, de Szandi igazat mond a feltételiink értelmében, igy ez az eset nem lehetséges.

IL. eset: Szandi els6 mondata tehat hamis, igy Szandi Oriilt igazmondd. Ekkor Andi masodik mondata igaz,
tehat Andi az els6 mondata alapjan Oriilt hazudos. Dendi masodik allitasa viszont nem igaz, igy Dendi is 6riilt
igazmondé. Bandi masodik allitasa igaz, tehat az elsd is, igy 6 normalis igazmondo.

10.

Készitsiink egy tablazatot, melyben feltiintetjiik, hogy melyik fia melyik lannyal milyen tancot tancolt.
Rogzitsiik ebben a tablazatban a feladatban megadott informaciokat.

Csaba Barnabas Aladar David
anni bécsikeringd tango
lelén bécsikeringd
wabriella | mambo tango
niko mamb¢
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A tablazat minden oszlopdban és minden soriban pontosan egy tancnak kell szerepelnie. igy kideriil, hogy
Gabriella csak Daviddal bécsi keringdzhetett, igy David Helénnel angol kering6zott. Helénnek igy a
mamboban csak Aladar lehetett a partnere, tehat Csabaval tang6zott. Ezeket rdgzitve a tablazatban a hidnyzd
tancok gyorsan beirhatok.

Tehat az angol keringdt tancold parok: Aladar Fanni, Barnabas Gabriella, Csaba Enikd, David Helén.

11.

A legnagyobb Osszeget akkor kapjuk, ha a két legtobb pontot elért csapat eredményét adjuk Ossze, a
legkisebb dsszeget pedig akkor, ha a két legkisebb pontszamot elért csapat eredményével szamolunk. Az elsd
¢és a masodik helyezett tehat 46 ponttal tobbet gyiijtott 6sszesen, mint a harmadik és a negyedik helyezett.
Ebbdl 4 pont a masodik és harmadik kozti kiilonbségbdl szarmazik, tehat a maradék 42 pont az els6 és a
negyedik helyezett pontszdmanak kiilonbsége.

12.

Ha a B halmaznak & db eleme van, a C halmaznak pedig n, akkor B részhalmazainak szama 2%, C
részhalmazainak szama 2™. Tehat a két kett6hatvany kiilonbsége 16. Ha mindketté nagyobb 32-nél, akkor a
kiilonbségiik mar akkor is legalabb 32, ha szomszédos kett6hatvanyok. Ha az egyik nagyobb 32-nél, a masik
pedig 32 vagy kisebb, akkor is legalabb 32 a kiilonbség. Ha mindkett6 kisebb vagy egyenld 32-nél, akkor
konnyen ellendrizhetd, hogy csak a 32 és a 16 jelent megoldast. Tehat a B halmaznak 32 db részhalmaza, igy
5 eleme van. Mivel az A halmaz elemszdma B elemszdmanal tobb, de B elemszamanak kétszeresénél
kisebb, ezért az A halmaz 6, 7, 8 vagy 9 elemii, részhalmazainak szama 64, 128, 256 vagy 512 lehet.

13.

Van.

A Venn-diagram alapjén a kivetkezé egyenleteket irhatjuk fol:

at+b+ctd+e+ f+g=>500,

a+b+ f+g=046 -500 = 230,

b+c+d+g=0,71-500 = 355,

d+e+ f+g=085-500 = 425.

Ezek alapjan

500 — (230 + 355 +425) = 510 = (a+b+et+d+te+ f+g)—

(a+b+ f+g)—(b+c+d+g)—(d+e+ f+g)=—(b+d+ f+2g).
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Vagyis(0 ¢ d+ f +g) + 9= 510 ¢ mivel® +d + f + g legfeljebb 500, a jobboldal viszont legalabb
510, ezért legalabb 10. Vagyis legalabb 10 olyan ember van, aki mind a haromféle fagylaltot szereti.

14,

Adjuk 6ssze az egyes napokon a taborban maradok 1étszamat. Mivel minden osztdly haromszor volt bent, €s
egyszer kirandult, ezért minden tanulét pontosan 3-szor szamolunk meg ebben az Osszegben. Igy az
Osszegként kapott 315 a tanulok szamanak haromszorosa, tehat 105 tanul6 van sszesen. Az egyes napokon a
taborban maradok 1étszamat ebbdl kivonva megkapjuk a kiranduld osztalyok 1étszamat. Ennek megfeleléen
az A-ban 24-en, a B-ben 26-an, a C-ben 30-an és a D-ben 25-en vannak.
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10. fejezet - Kombinatorika és
valészinuség a versenyfeladatokban

1. Feladatok

Egy sakkbajnoksagon mindenki mindenkivel egy mérkdzést jatszik. Ha a részvevok szamat felére
csokkentenék, akkor 145-tel kevesebb lenne a mérkdzések szama. Mennyivel csokkenne a mérk6zések
szama, ha a résztvevok eredeti szdmat nem felére, hanem negyedére csokkentenénk?

Egy sakkversenyen mindenki mindenkivel egy mérkdzést jatszik. Két versenyz6 lemondta a részvételét, ezért
a tervezettnél 17-tel kevesebb mérkézésre keriil sor. Hany résztvevo lesz igy a lemondas utan?

Hany olyan haromjegyii természetes szam van, melynek az elsé vagy az utolso szamjegye 3?
Hany 10 jegy(i szamot képezhetiink 5 db 2-es, 2 db 1-es és 3 db 0 szamjegybdl?
A b) feladatban szerepl6 10 jegyli szamok koziil hany lesz négyzetszam?

Egy 9 tagt tarsasagbol mindenki k tarsanak kiild karacsonyi tidvozl6lapot. Milyen k esetén lesz biztosan
olyan par, akik k6lcsondsen tidvozolték egymast?

Van 12 szamkartyank, amelyekbdl 4 kartyan 1-es, 4 kartyan 2-es és 4 kartyan a 0 szamjegy szerepel.
a.

Hany kiilonb6z6, 12 jegyii szamot lehet dsszeallitani ezekbdl a kartyakbol?

Hany kiilonbdz6, 4-gyel oszthato 12 jegyti szamot lehet dsszeallitani?

Hany kiilonbdzo, 12 jegyll négyzetszamot lehet 0sszeallitani a kartyakbol?

Egy dobozban 2000 goly6 van. Témegiik rendre 1 g,2 g,3 g, ..., 1999 g, 2000 g.

a.
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Valaki kivett a dobozbol 500 goly6t. Biztosan ki tudunk-e még 500-at venni tigy, hogy a kivett 1000
golyo tdmegének Osszege megegyezzen a dobozban maradt 1000 golyd tdmegének 6sszegével?

Es ha 501-et vett ki valaki, akkor biztosan ki tudunk-e még 499-et venni ugy, hogy a kivett 1000 golyéd
tomegének dsszege megegyezzen a dobozban maradt 1000 golyd tomegének dsszegével?

Egy tarsasagban hazasparok jottek dssze, ¢s mindenki mindenkivel kezet fogott, kivéve a sajat hazastarsaval.
Igy 200-nal tobb kézfogés tortént. Masnap eggyel kevesebb hazaspar jelent meg, ezért ezen a napon 200-nal
kevesebb volt a kézfogasok szama. Hany hazaspar jelent meg a tarsasagban a két napon?

Szamitogépilinkre irtunk egy programot, amely véletlenszeriien kiir egy haromjegyii szamot. Mennyi annak a
valdszintisége, hogy abban paros és paratlan szamjegy is szerepel?

VIDEO

Adott a sikban 10 altalanos helyzetii egyenes. (Nincs koztiik két parhuzamos, és barmely metszésponton csak
két egyenes halad at.)

a.

Hany metszéspontja van a 10 egyenesnek?

Hany egymast nem fed6 szakaszt, és hany félegyenest szamolhatunk 6ssze a 10 egyenesen?

VIDEO

10.

Hany olyan haromjegyii szam van, amelynek
a.

minden jegye paratlan,

minden jegye paros?

Hény olyan haromjegyli szam van, amelyben a jegyek nem novekvd sorrendben kovetik egymast, azaz
egyik jegy sem nagyobb az el6tte allonal?

11.

Hany olyan 11-gyel oszthatd 9-jegyli szdm van a tizes szamrendszerben, amelyben a nulla kivételével
minden szamjegy el6fordul?
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12.

A G grafnak egy S feszitett részgrafjat ,,domindnsnak” nevezziik, ha G minden S-en kiviili csticsanak van
szomszédja S-ben. Létezik-e olyan graf, aminek paros szamu szamt dominans részgrafja van?

13.

11 000 trhajosbol allo csoportot készitettek fel a Mars-utazasra. Tudjuk, hogy barmely 4 tirhajos koziil
kivalaszthaté 3 olyan, akik megfeleld személyzetet alkotnak a leszallo modulhoz. Bizonyitsuk be, hogy
kivalaszthato 5 tirhajos Ggy, hogy koziilikk barmelyik 3 megfelelé személyzet legyen.

2. A feladatok megoldasai

1.

Ha egy kormérkézéses bajnoksagon n résztvevd van, akkor mindegyikiik jatszik a tobbi 11 — 1 résztvevével,

ez 1 (-n — 1) mérkézés. De igy minden mérkdzést minden résztvevonél szamoltunk, ezért a mérkézések
nin—1]

szama csak ennek fele: — z

;r(;r — J.]
Ha eredetileg x résztvevé volt, akkor a mérkézések tervezett szama 2

feleannyi résztvevo esetén:

3(5 — 1)
2

Ezek kiilonbsége 145.

1) HE-1 .
2 2

&

ennek pozitiv megoldasa = = 20). Tehat eredetileg 20 résztvevé lett volna.

2019 _ -
Ha a részvevok szama 20-r6l negyedére, azaz 5-re csokken, akkor a mérkdézések szama ~z  — 19051

54— 0 , .
2 -re, tehat 180-nal csokken.

Ha a lemondas utan . résztvevo marad, akkor a két lemondott jatékosnak elmarad egyenként x mérkdzése a
megmaradtak ellen, és egy mérkdzése egymas ellen:

20 +1 =17 = =8&.

Ha az els6 jegy 3-as, akkor a kdvetkezo két helyen 10-10 jegy allhat, tehat 100 ilyen szam van.
Ha az utols6 jegy 3-as, akkor az els6 helyen 9, a masodikon 10 jegy allhat, tehat 90 ilyen szam van.

Kétszer szamoltuk azokat, amelyeknek elsd és utolso jegye is 3-as, itt a k6zépso helyen 10 jegy allhat,
tehat 10 ilyen szam van.

Tehat dsszesen 100+90-10=180 olyan haromjegyli természetes szam van, melynek az elsé vagy az utolso
szamjegye 3.
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o1
Ha az els6 jegy 1-es, akkor a tovabbi 9 jegybdl 3151 szam képezhetd.

al
Ha az elsé jegy 2-es, akkor a tovabbi 9 jegybdl 213141 szam képezhetd.
Tehat a képezhetd 10 jegyli szamok szdma:

9l 9l o.7
S5 Taraar o Lol

Minden szamban a jegyek Osszege 12, ezért mind oszthaté 3-mal, de egy sem oszthatd 9-cel, igy egyik
sem lehet négyzetszam.

Rajzoljunk egy 9 pontu grafot, és abban a kiildott lapok jelentsenek egy iranyitott élt. Akkor lesz olyan par,
akik 1idvozolték egymast, ha van olyan A — B pontpar, hogy A-bdl B-be és B-bdl A-ba is megy él, tehat ha
98

van kettds ¢l. Ha minden ¢l egyszeres, akkor legfeljebb 2= — = 36 ¢1¢ hazhatunk be.

ke = 4 udvozlolap esetén 94=36 élt rajzolunk be, ez még elképzelhetd, hogy mind egyszeres él. Ez meg is
valdsithatd pl. Ggy, hogy a 9 pontot egy korre irjuk, és mindegyikbdl a téle pozitiv iranyban levé négy
kovetkezohoz megy €l.

ke = 5Hidvozldlap esetén 9.5=45 élt rajzolunk be, itt mar biztosan van kettds €él.

Tehat k& = 5 esetén biztosan lesz olyan par, akik tidvozolték egymast.

Az 1-gyel kezd6d6 szamok szama annyi, ahdnyféleképpen a megmarado 4db 2-es, 4 db 0 és 3 db 1-es

szamjegyet sorba lehet allitani:
11!

——— = 11550.

3404

A 2-vel kezd6do szamok szama is:
71“ = 11550
a3

Az Osszes 12 jegyll szam szama:
11!

2 —— = 23100.
314141

Néggyel akkor és csak akkor oszthatd egy szam, ha az utolso két jegybdl allo szam oszthato 4-gyel. Ezért
a kovetkez6 hat eset lehetséges:

Az 1-gyel kezd6d6 00-ra végz6dod szamok szama:

o

.

g 200

A 2-vel kezd6d6 00-ra végz6d6 szamok szama:

ol
—— — 1260.
1302l
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Az 1-gyel kezddd6 20-ra végz6dd szamok szama:

9l
—— = 1680.
30.31-31

A 2-vel kezd6d6 20-ra végz6dd szamok szama:

9!

oor.gr 260

Az 1-gyel kezd6dd 12-re végz6do szamok szama:

a!

— I
2!-3!-4!_1‘60'

A 2-vel kezdddo 12-ra végz6dd szamok szdma:

ol

— = 19
32041 1260.

fgy a néggyel oszthato szamok szam a fenti hat szam Gsszege: 7980.

Mindegyik szamban a jegyek dsszege 4 - 2 + 4 - 1 = 12, Ezért mindegyik szdm oszthaté 3-mal, de egyik
sem oszthatd 9-cel, tehat egyik sem lehet négyzetszam.

Biztosan ki tudunk még 500-at venni.

Képezziik a kdvetkez6 1000 part: (1;2000); (2;1999); (3;1998); ... (1000;1001).
Nézziik sorban az eldszor kivett S00 golyot.

* ha valamelyiknek a fenti parja nincs a kivettek kozott, akkor vegyiik ki a parjat is.

* ha egy par mindkét eleme az elére kivettek kozott van, akkor vegyiink ki egy olyan part, amelynek
mindegyik eleme még a dobozban van.

Az igy kivett 1000 goly6d 500 part alkot a fentiek koziil, és mivel minden par azonos tdmegi, igy a

kivett 1000 golyo tomege azonos a dobozban maradt 1000 golyd tomegével. Mindegyik Osszesen
500 - 2001 g=1000500 g.

Nem biztos, hogy ki tudunk venni még 499-et.

Ha el6szor példaul az 1 g 2 g, ... 501 g tomegieket vesszikk ki, akkor ez Osszesen
501 Lzﬂ = 125'?519

150242000 _ gram
Ha ehhez a legnehezebb 499-et vessziik ki, akkor ezek tomege 499 - 2 = 873749 g.

Az 1000 golyd tomege 125751 g+873749 g=999500, igy sem éri el az 6sszes tomeg felét.

Ha az elsd napon n hézaspar, azaz 2n résztvevd volt, akkor mindenki 2n — 2 emberrel fogott kezet, ez
Osszesen ?'ﬂ (2ﬂ —2) kézfogas, de igy minden kézfogdst kétszer szamoltunk, tehat a kézfogasok szama
2n(n — 1), A masodik napon n — 1 hdzaspar esetén a kézfogasok szama 2(n—1)(n —2)
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10.

11.

A feltételek szerint

2(n—1)(n —2) < 200 < 2n(n — 1)
azaz,

(n—1)(n —2) < 100 <n(n—1)

Han > 1ésne Nt akkor (0 —1)(n —2) ggn(n —1) 5 novekvd, ezért elegendé egy megfeleld n
értéket taldlni, amire a fenti egyenl6tlenség teljestil.

711 = 11 esetén 9.10<100<10.11. Ez 11-nél kisebb és nagyobb rn-eknél mar nem teljesiilhet.

Tehat els6 nap 11, masodik nap 10 hazaspar vett részt. Valoban, 11 hazasparnal 220, 10 hazasparnal 180
kézfogas tortént.

A végeredmény a masodfoki egyenlétlenségek ¢és n > 1, illetve n € N figyelembe vételével is
megkaphatjuk az eredményt.

Csak paratlan jegyeket tartalmazé szamban az egyes helyiértékekre 5-5-5 jegyet valaszthatunk, ez dsszesen
125 szam.

Csak paros jegyeket tartalmazo szamban az egyes helyiértékekre 4-5-5 jegyet valaszthatunk, ez 6sszesen 100
szam.

Osszesen van 900 haromjegyti szam, tehat a paros és paratlan jegyet is tartalmazok szdma 900-125-100=675.

675 3

Tehat annak a valoszinlisége, hogy a kiirt szamban paros és paratlan szamjegy is szerepel: soo — .

Barmely két egyenes meghataroz egy metszéspontot, ezért 45 metszéspont van.

Minden egyenest 9 masik metsz, és a 9 metszéspont kozott 8 szakasz és a két végén 1-1 félegyenes van.
Tehat 80 szakaszt és 20 félegyenest szamolhatunk &ssze.

Az egyes helyiértékekre 5,5,5 szamjegyet valaszthatok, ezért csak a paratlan jegyet tartalmazo szamok
szama 5% — 125.

0 nem allhat az els6 helyen, ezért az egyes helyiértékekre 4,5,5 szamjegyet valaszthatok, igy a csak paros
jegyeket tartalmazo szamok szdma 4 - 52 = 100.

A0, 1, 2,...,9szamokbol kell kivalasztani harmat ugy, hogy ismétlés is lehetséges, de minden lehetséges

. . p . ‘ ) o =220
harmast csak egyszer, nem ndvekvd sorrendben szdmolunk. Igy a lehetdségek szama — 10(i] .

Ebbdl egy nem jo, a 000, tehat az dsszes eset szama: 219.
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Mivel a 0-n kiviil 6sszesen 9 szamjegyet hasznalunk fel a 9 jegyii szdmhoz, ezért minden szamjegy pontosan
egyszer szerepel benne. A keresett szamok 11-gyel oszthatéak, tehdt az oszthatésdgi szabaly szerint a
paratlan helyeken allé szamjegyek 6sszegének és a paros helyeken allo szamjegyek dsszegének kiilonbsége
oszthato 11-gyel. Legyen a szam

abede f ghi

alaka: 11| (latetetgti)—(b+d+f+h] A legnagyobb  kiilonbség  (9+8+7+6+5)-
(4+3+2+1)=25, a legkisebb (1+2+3+4+5)-(6+7+8+9)=-15. A szamjegyek Osszege 45, (igy a paratlan
helyeken all6 szamjegyek Gsszege pont 45 és a kiilonbség Gsszegének fele) tehat a kiilonbség nem lehet
paros: csak 11 vagy -11 lehet. Legyen A a szamjegyek Osszege, B a paratlan helyeken, (7 pedig a péros
helyeken 4116 szamjegyek osszege. Ekkor egyrészt A = B + C = 45 masrészt B — C = 11k, aholk € I
. A két egyenlet megfeleld oldalait 8sszeadva 28 = 45 + 11k, ahonnan nyilvanvaldan latszik, hogy k nem
lehet paros, azaz csak B — (' = —11vagy B — (' = 11 lehetséges. Ha a kiilonbség 11, akkor az 6tds
csoportbeli szamok Osszege 28. Keressiik azon 6t kiilonb6z6 szamjegyet, melyek 6sszege 28: (9873 1), (9 8
641),(98632),(98542),(97651),(97642),(97543),(87652),(87643).Haakiilonbség -11,
akkor kereshetjiik azon 4 szamjegyet, melyek osszege 28: (9 8 7 4) és (9 8 6 5). Mivel a szamjegyek
kiilonbozok és egyik sem 0, ezért a csoporton beliil barmilyen sorrendben kovethetik egymast: a paratlan
helyeken allo 5 szamjegybdl alld csoport 5!, a paros helyeken allé csoport 4 tagjanak Gsszesen 4! kiilonb6z6
sorrendje van. A 9 szamjegy két részre osztasakor tehat 5!.4! kiilonb6zé szamot kapunk, melyek egy jo
kettéosztas esetén mind oszthatéak 11-gyel. Osszesen 9+2=11 jo kettéosztasa volt a szamjegyeknek, tehat
11 - 5! -41 = 31 680 darab olyan 11-gyel oszthatd 9-jegyli szdm van, amiben a nulla kivételével minden
szamjegy eléfordul.

Legyen a graf G=(V,E), és definialjunk egy 0j grafot. Az 0j graf csucsai legyenek V nemiires részhalmazai.
Két részhalmazt akkor kossilink dssze, ha diszjunktak, és nem megy ¢l az egyik halmazbdl a masikba.

Nézziik, mennyi lehet egy H C V részhalmaznak a foka az 0j grafban. Ha egy H dominans, akkor minden P
pont vagy benne van H-ban, vagy megy ¢l P-bdl H-ba. Ez azt jelenti, hogy ha V egy nemiires részhalmaza
diszjunkt H-t6l, akkor megy bel6le él H-ba, tehat semmiképpen sincs 6sszekotve H-val az 0j grafban, vagyis
egy dominans részhalmaz foka nulla.

Most tegyiik fel, hogy H nem dominans. Alljon H\ azokbol a pontokbo6l, amelyek nincsenek H-ban, és nem
is megy beléliik é1 H-ba. Ez tehat nem iires. Egy H2 C V" akkor és csak akkor lesz H-val 8sszekotve, ha H1-
nek részhalmaza. Mivel az ilires halmaz nincs a csucsok kozott, ha Hi-penk pont van, akkor H-nak 2k — 1
szomszédja van, ami paratlan, mivel k>0.

Tehat pontosan a nem dominans részhalmazoknak paratlan a foka az 01j grafban, igy paros sok van beldliik.
Az iires halmaz nyilvan sosem domindns, igy dsszesen paratlan sok nem dominans halmaz van, de 6sszesen
paros sok részhalmaz van, tehat paratlan sok dominans részhalmaz van.

Vizsgaljuk meg eldszor, hogy kivalaszthato-e 4 jo tirthajos, vagyis 4 olyan tirhajos, hogy koziiliik barmelyik 3
megfeleld személyzetet alkosson. Vegyiink egy tetsz6leges A {irhajost. Két masik {irhajost kossiink dssze egy
piros madzaggal, ha A-val egyiitt megfeleld személyzetet alkotnak, ellenkezé esetben pedig kék madzaggal
kossiik Ossze Oket. Ha van 4 {irhajos, melyek koziil barmely ketté kék madzaggal van Gsszekotve, akkor
vegylink ezek koziil harmat, legyenek ezek B,C,D

Az 4,B,C,D trhajosok koziil csak B,C, D alkothat megfeleld személyzetet, tehat a feladat feltétele
szerint nekik mindenképpen megfelelé személyzetet kell alkotniuk. Vagyis ha 4 tirhajos koziil barmelyik
ketté kék madzaggal van 6sszekotve, akkor koziiliik barmelyik 3 megfeleld személyzet lesz. Ha pedig van 4
urhajos, melyek koziil barmely kettd piros madzaggal van Osszekotve, akkor a feladat feltételének
megfeleléen valasszunk ki koziilik harmat, akik megfeleld személyzetet alkotnak, legyenek most ezek
B,C, D gkkoraz 4, 8,C, D trhajosok koziil barmely 3 megfelel6 személyzetet alkot.

 Jeldlje tehat R(a, b) azt a legkisebb n természetes szamot, amelyre igaz, hogy ha egy n csucsu teljes graf
minden €lét piros vagy kék szintire festjiik, akkor vagy lesz benne egy @ csucsu teljes részgraf, amelyiknek
minden éle piros, vagy pedig egy b cstcsu teljes részgraf, amelyiknek minden éle kék. A fenti okoskodas
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szerint, ha az A tirhajés mellé kivalasztunk F2(4,4) tovabbi tirhajost, akkor kozottiik lesz 4 jé {irhajos. Més
szoval, barmely R(44) +1 tirhajos kozott lesz 4 olyan, hogy koziiliik barmely 3 jo személyzetet alkot.

Nyilvan R(2,n) = R(n,2) = n , 6és nem nehéz megmutatni, hogy @:P 23 esetén
R(a,b) < R(a,b—1) + R(a — 1!5:3, hiszen ha egy R(a,b— 1)+ R(a — 1,b) szOgpontu teljes graf
minden élét piros vagy kék szintire festjiik, akkor egy csucsat kivalasztva, abbdl vagy kiindul legalabb
R(a,b—1) kek szini ¢él, vagy pedig kiindul legalabb R(a —1,b) piros szini ¢él. Ebbdl az
egyenlStlenségbdl a + b szerinti teljes indukcidval adodik, hogy

R(a b) < a+b—2 - a-+b—2
o\ a-1 ) U b-1 )7

Ezek szerint £2(4,4) +1 < 21 Telintsiink most 22(21,5) +1 = (Qj) + 1 = 10627 < 11000 tirhajost.
Vegylink megint csak egy tetszéleges A f{irhajost, két masik tirhajost pedig kossiink 6ssze egy piros
madzaggal, ha A-val egyiitt megfeleld személyzetet alkotnak, ellenkezd esetben meg kékkel. Ha van 5
tirhajos, melyek koziil barmely kettd kék madzaggal van 0sszekotve, akkor a mar latott gondolatmenet
szerint koziiliik barmely 3 jo személyzetet kell, hogy alkosson. Ha nincs 5 ilyen tirhajos, akkor viszont kell
lennie 21 olyan trhajosnak, melyek koziil barmely ketté piros madzaggal van &sszekdtve. Mint lattuk,
ezek kozott van 4 j6 lirhajos, akik mellé még A-t kivalasztva kapunk 5 j6 {irhajost.
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11. fejezet - Nemzetkozi
matematikaversenyek és a
Matematikai Diakolimpia

1. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny

A Karpat-medencében a matematikat tobb helyen tanitjdk magyar nyelven. A kiilonb6z6 orszagokban tanitd
magyar anyanyelvii matematika tanarok régota érezték, hogy a meglévé matematika versenyek mellett sziikség
van egy szélesebb korli rendezvényre, ahol a kiilonb6oz6é régidkban ¢él6 didkok talalkozhatnak, 6sszemérhetik
tudasukat, erdsithetik egyiivé tartozasukat. A magyar didk, a kdrnyez6 orszagok koziil, barmelyikben is €ljen,
merithet a vilaghirli magyar matematika gazdag kincsestarabol, valamint az ukrdn, a roman, a délszlav, a
szlovak és mas népek matematikai hagyomanyaibol is. A verseny megrendezésének régota dédelgetett
gondolatat, -amelyre az 0j kdzép-eurdpai helyzetben nyilott lehetdség- az 1991-es szegedi Ratz Laszlo
Vandorgytilésen fejtette ki Bencze Mihaly brass6i matematika tanar.

Az els6 verseny megrendezésének onzetlen nagy munkajat Olah Gyorgy tanar Ur vallalta magara.
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Igy sziiletett meg a Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny. Azota minden évben egyszer megrendezik ezt a
versenyt. Minden masodik évben Magyarorszagon, a kozbiilsé években pedig a szomszédos orszagokban
rendezik meg.

A 12. Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny helyszine Eger volt. Az alabbi képen dr. Matyas Ferenc
zstrielndk megnyitja a versenyt.

Evente 200-300 karpat-medencei diak és tanar vesz részt ezen a megmérettetésen. A versenyek célja a feladatok
megoldasan tul az egységes magyar matematikai nyelv megteremtése, a kiilonb6z0 orszagok magyarlakta
tajainak, kultarajanak, térténelmének és szokasainak megismerése.
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A 4. Nemzetkézi Magyar Matematika Verseny résztvevoi egy alapitvany létrehozasat hataroztak el. Az
alapitvany céljai:a Nemzetkdzi Magyar Matematika Verseny tamogatasa, a kimagaslo eredményt elért didkok
esetenkénti jutalmazédsa és a hosszabb id6n at matematikai tehetséggondozassal foglalkoz6, eredményes és
elismert munkat végzé tanarok jutalmazasa. Alapitok: Teller Ede professzor, Olah Gyorgy tanar (Rév-
Komarom), Szab6 Jozsef (Paksi Atomerdmii Rt), Galos Istvan (Paksi Atomerémii Rt ESZI).

A versenyen 9-12. évfolyamos kdzépiskolas didkok indulnak, évfolyamonként kiilon kategoriaban. A verseny
egyéni, régiok szerinti Osszehasonlitds nem késziil. A versenyen minden versenyzének 6 feladatot kell
megoldani, ehhez 4 o6ra all rendelkezésére. A feladatok egyforman 10-10 pontot érnek. A feladatok megoldasat
indokolni kell.

A versenyeket tobb (4-5) napos rendezvénysorozat kiséri, melyben helyet kapnak kulturdlis programok,
kirandulasok, sportesemények, illetve didkoknak és tanaroknak szol6 matematikai el6adasok is. A huszadik
versenyt 2011-ben megrendezé bonyhadi Petéfi Sandor Evangélikus Gimnazium a kerek évforduléra valod
tekintettel minden résztvevé diadkot és tanarat két-két CD-vel ajandékozott meg, amelyeken megtalalhato a
bonyhadi verseny teljes feladatanyaga és a verseny husz éves torténete fényképekkel, visszaemlékezésekkel.

Honlap: berzsenyi.tvnet.hu/ nemecs/nmmv

E-mail: nemecs@berzsenyi.tvnet.hu

2. Matematika Hatarok Nélkul

A verseny hivatalos neve: Mathematique Sans Frontiéres. A verseny 1989-ben Franciaorszagbdl indult, majd
Németorszag, Olaszorszag, Svajc utan 1993-94-ben mar 14 orszag 45000 kozépiskolas didkja kozott 500
magyar tanulo is részt vett az er6proban. 1997-98-ban 18 orszag 80148 diadkja kozott 6400 magyar tanuld
versenyzett. Minek kdszonhetd ez a hatarokat nem ismerd siker? Eldszor is a vetélkedén 14-15 éves didkokbol
allo osztalyok mérik dssze erejiiket. Ez j6 alkalmat biztosit az egylittes munka, kollekiv erdfeszités dromének
megismerésére. A feladatok kozott van gondolkodtatobb a matematikabol tehetségesebbek szamara, de az
els6sorban kéziigyességgel rendelkezOk is valaszthatnak megoldasra vard feladatot, hiszen sok gyakorlati
jellegii példa is szerepel, s6t van egy, amely tobb — valaszthatd — idegen nyelven keriil megfogalmazasra és a
megoldast is ezen a nyelven kell megadni, igy a nyelvbdl tehetségesebbek is talalnak maguknak megfeleld
munkat. A feladatok érdekesek, szinesek, gyakorlati problémakhoz kapcsolodoak. A feladatok szovegezése
ujszerd, az iskolai megfogalmazastol kissé eliitd. Minden évben van néhany tudomanytorténeti érdekesség,
melyek szovege valamilyen 0j ismerettel gyarapitja a résztvevok tudasat. A versenyt minden évben megeldzi
egy ugynevezett probaforduld, amely az osztalyok versenyre vald felkésziilését szolgalja, ennek még nincs tétje.
Ezen probalhatjak ki a tanulok a munka megszervezésének, lebonyolitasanak nem is olyan konny(i formajat.
Feladatanyaga hasonld erdsségii, mint a versenyé. A versenyen minden osztalyban egy konkurrens osztaly
tanara feliigyel. A vetélked6t Magyarorszagon a Matematika Hatarok Nélkiil Alapitvany szervezi. A szervezést,
a lebonyolitast, a feliigyeletet, a javitdst Onkéntes alapon tanarok végzik fizetés és tiszteletdij nélkill a
szabadidejiik terhére. Az erdeményhirdetés orszagonként illetve megyénként, tartomanyonként torténik. Nincs
Osszesitett eredménylista. A ,,Matematika Hatarok Nélkiil” célja ugyanis inkabb kdzelebb hozni a didkokat a
matematikahoz, egymashoz, és nem a versenyjelleget erésiteni.

3. Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny

A versenyt a Kangourou sans Frontieres nemzetkdzi alapitvany koordinalja. Ezen a versenyen mindenki részt
vehet — az is, akinek kettese van matematikabol-, a kdnnyebb és nehezebb feladatok egyiitt mindenki szamara
sikerélményt biztositanak. A verseny elsddleges célja, hogy népszertsitsiik a matematikat. Mottojuk: “Legyen a
verseny idOtartama a matematika {innepe szerte Eurdpaban!” A verseny célja:

* a matematika népszeriisitése, a matematika megszerettetése,

* sikerélmény biztositasa

* Magyarorszag bekapcsolasa egy egységes eurdpai versenybe

* nemzetkdzi hirneviink javitasa

* tehetségek kivalasztasa.
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Ebben a versenyben Magyarorszag részvételét 1996 oOta a Zalai Matematikai Tehetségekért Alapitvany
biztositja, amely dr. Pintér Ferenc vezetésével a magyarorszagi versenyt szervezi és lebonyolitja. A verseny egy
fordulds, 2-12. évfolyamig minden korosztaly részt vehet benne. Két-két évfolyamonként azonos feladatlapot
kapnak a tanulok. A 3-4 osztilyosoknak 24 feleletvalasztos kérdést kell 60 perc alatt megoldaniuk (a 2.
osztalyosok a 2009-2010 tanévtdl kapcsolodhattak be, 45 perc alatt kell 18 kérdésre megtalalniuk a valaszt). A
magasabb évfolyamokon 30 feleletvalasztos kérdésre kell 75 perc alatt megtalalni a jo valaszt. A feladvanyok
els6 harmada kdnnyebb, 3 pontos, a masodik harmada kdzepes nehézségii, 4 pontos, és az utolsd6 harmada
nehezebb, 5 pontos feladat. Minden kérdésre 5 megadott valaszbol (A, B, C, D, E) kell pontosan egy helyeset
kivalasztani. A kodlapokat kozpontilag értékelik, szamitogépes feldolgozassal a résztvevOk nagy szama miatt. A
verseny nevezési dija 500 Ft/f6. A verseny minden évben marcius harmadik csiitortokén van, amennyiben
valamelyik orszdgnak nincs ezt kizaré indoka, de ezen idépont eldtt akkor sem rendezheti senki. A verseny
kiemelt célja az Eurdpai Unid kdzéptavi munkaprogramjaval 6sszhangban, a természettudomanyi palyak iranti
érdeklédés fokozasa annak érdekében, hogy minél tobb jo képességli fiatal keriiljon a palyara. A
versenyképességet megalapozd technoldgiai tudas nagyon nagy részben matematikai ismeretekre épiil. Cél a
logikus gondolkodéds, az absztrahdld képesség, a jo megfigyeloképesség, a kombinativ képesség, a jo
térszemlélet, az igényes és pontos szovegértés fejlesztése, a kivancsisag és a tudasvagy felkeltése. A verseny
tovabbi célja a résztvevd 46, zOmében eurdpai orszdg didkjainak egyiittgondolkoddsa, a matematika
népszerlisitése. Azt szeretnék elérni szerte Europaban, hogy ez a 75 perc legyen a matematika tinnepe, amikor
tobb milli6 kis és nagy didk ugyanazon feladatok megoldasaval foglalkozik. 2009-ben ezen a vilagversenyen
Osszesen 5.571.560 diak vett részt. Magyarorszagon 2009-ben 37.490, 2010-ben 36.046 didk indult. Az
évenkénti feladat-Osszeallitdo eurdpai konferencian ezért 1ényegében csak olyan feladatok keriilnek kitlizésre,
amelyek érdekesek, logikus gondolkodast és a tanultak gyakorlati alkalmazasat igénylik. Nem annyira
ragaszkodnak az adott évfolyamok konkrét tantervi anyagahoz, de azt nem lépik tal. Ezért ezen a versenyen
mindenki részt vehet — az is, akinek valamilyen ok miatt a konkrét tananyagban lemaradésa, hidnyossaga van -,
mert a kdnnyebb és nehezebb feladatok egyiitt biztositjak, hogy minden résztvevo didk sikerélményhez jut, ami
motivalja a tovabbi ismeretszerzésre. A verseny masik célja a tehetségek kivalasztasa. Azaltal, hogy minden
résztvevo a sajat iskolajaban irja meg a versenydolgozatot, esélyegyenldséget biztosit a legkisebb telepiilésen
€16 didkok szamara is tehetségiik megmutatasara. A legjobbaknak lehetéségiik nyilik olyan kdzdsségbe keriilni
(tréningek, nemzetkozi cseretaborok), ahol tudasukat még jobban elmélyithetik. Az orszagos helyezettek
nemzetkdzi cseretaborokban is részt vehetnek lengyel, finn és német didkokkal. Az emlitett orszagok
mindegyike, igy mi is rendeziink ilyen 9 napos Osszejovetelt. A versenyen a kitiizott feladatokon keresztiil a
matematikatanaroknak lehetdsége nyilik bepillantani az eurdpai matematikaoktatds kovetelményeibe, fejlodési
iranyaiba A kitlizésre keriilé feladatok konszenzussal keriilnek elfogadasra, ezért gy tekinthetdk, mint a
résztvevo orszagok tantervi anyaganak kozos része. A nemzetkozi feladatbankba, amelybdl a feladatok kitiizésre
keriilnek évente, az alapitvany, mint Magyarorszag képviseldje 60 feladattal jarul hozza. Feladatokat barki
eljuttathat az alapitvanyhoz, erre felhivast tesznek kozzé. Honlapjukon — http://www.zalamat.hu — kiilonb6z6
statisztikakat tesznek k6zzé a versennyel kapcsolatban (1étszamok kategoridk szerint, eredményességi tablazatok
feladatonként, stb.) Az alapitvany hat éve minden évben konyvet ad ki a versenyr6l, igy barki hozzajuthat a
feladatokhoz és a megoldasokhoz, megismerheti a legjobb versenyzok eredményeit.

4. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpia

A Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia (angolul International Mathematical Olympiad, IMO) egy 1959 o6ta
évente megrendezett didkverseny, a nemzetkdzi tudomanyos diakolimpidk legrégebbike. A hetvenes évekig a
szocialista orszagok versenye volt, ma az egész vilagra kiterjed, kb. 80 allam vesz rendszeresen részt. Minden
résztvevo orszag régebben nyolc, ma hat versenyzot kiildhet. A versenyzok életkora nem érheti el a 20 évet, és
nem vehetnek részt kozépfokunal magasabb iskolai képzésben.

Magyarorszag eddig harom alkalommal adott otthont Nemzetk6zi Matematikai Didkolimpidnak: a rangos
verseny 1961-ben Veszprémben, 1970-ben Keszthelyen, 1982-ben pedig Budapesten keriilt megrendezésre.

Az 50. Nemzetkozi Matematikai Diakolimpiat (IMO 2009) Németorszagban, Brémaban rendezték 2009. julius
10-t61 22-ig. Szaznégy orszag Otszazhatvandt versenyzdje vett részt. A magyar csapat egy arany, két eziist és
harom bronzéremmel harmas holtversenyben 19. lett az orszagok kozotti pontversenyben.

A harmadik olimpia Veszprémben keriilt megrendezésre, igen jo hangulatu és szinvonalil verseny volt. Itt
kezdtek korvonalazddni azok a szervezeti intézkedések, amelyek az olimpiak jovdjét tobb évre biztositottak. A
kezdeti évek versenyei, hat-nyolc orszag részvételével inkabb tlintek sziik korti barati 0sszejoveteleknek, mint
hivatalos nemzetk6zi rendezvényeknek; sok esetben a programok is csak helyben alakultak ki. A negyedik
olimpiat Csehszlovakia, az otodiket Lengyelorszag rendezte; itt két olyan eldrelépés is tortént, amely
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nagymértékben befolyasolta az olimpidk jovojét. Az elsd a szervezés teriiletén tortént. A megirt dolgozatokat
egészen odaig ugyanis csak a sajat csapat vezetdje ellendrizte, ettl kezdve azonban az értékelés egyontetiisége
céljabol un. koordinacios testiilet is atnézte azokat. A bizottsdg ekkor még a csapatok vezetdibdl allt, a
kovetkezd olimpiatdl kezdve viszont mar a rendezd orszag matematikusaibol, ill. esetenként a rendezd orszag
altal felkért mas matematikusokbdl is. A masodik el6relépés az volt, hogy a lengyelek meghivtak az akkoriban —
kornyékiinkon — még meglehetésen bizonytalan politikai megitélésti Jugoszlavia csapatat is. Ez azért volt
jelentds, mert igy Jugoszlavia is mddot kapott a rendezésre 1967-ben, s mivel Jugoszlavia megtehette azt, amire
a tobbi résztvevonek nem volt moddja: nyugati orszagokat is meghivhatott, az olimpia kapui kinyiltak.
Fokozatosan bekapcsolddtak az eurdpai orszagok, majd az észak-amerikai, azutan az azsiai, ausztraliai allamok
is, ma mar 70-80 koril allandosult a részt vevd orszagok szama. Manapsdg valamennyi olyan orszag elkiildi
diakolimpikonjait, amelyben szamottevé matematikai élet van. Minden eurdpai (Albania idonként hianyzik) €s
csaknem valamennyi azsiai orszag képviselteti magat (Hongkong megtartotta 6nallé csapatat), viszont Kozép-
és Dél-Amerikabdl csak Argentina, Brazilia és Kolumbia tartozik az allando vendégek kdzé, a tobbiek idonként
jelennek csak meg. Meglehet6sen gyér a haboruktol szabdalt Afrika képviselete: Dél-Afrika és Marokkd allando
résztvevd, idonként Algéria és Tunézia is megjelenik. A Iétszdmot mintegy 15-tel novelte a Szovjetunid,
Jugoszlavia és Csehszlovakia osztodasa is.

A részt vevd orszagokrol szolva el kell mondanunk azt a sajatos helyzetet, amely az olimpidk szervezését és
miikodését jellemzi. Ezeknek a versenyeknek nincs olyan nemzetkozi hivatalos szervezete, mint amilyen pl. a
sakk vagy labdarago versenyeknek van. Eredetileg — az akkori szokdsoknak megfeleléen — a rendezd orszag
iskolakkal foglalkoz6 minisztere a meghivando orszag megfelelé miniszteréhez irt levelében kérte fel a
csapatokat a versenyen vald részvételre; ahol ilyen minisztérium nem volt, ott a legfobb rendezd szervek
leveleztek egymassal. Elvben minden orszag az el6z6tdl fliggetleniil a sajat szabalyai szerint rendezte meg a
versenyt, ez a szabalyzat azonban lényeges pontokban sohasem tért el a kialakult szokasoktdl, és ez a rend
mindmaig megmaradt. Altaldban az volt a gyakorlat, hogy az el6z6 olimpidn részt vevé orszagokat mind
meghivtak és esetleg olyanokat is, amelyek addig még nem vettek részt rajta.

A lebonyolitassal kapcsolatos matematikai kérdésekben mindig a csapatok vezet6ibdl allo zsiiri dont. A
nyolcvanas évektdl kezdve ezen beliil Site Committee, majd Advisory Board néven miikodo sziikebb bizottsagot
hoztak Iétre, amely els6sorban elvi és szervezési kérdésekkel foglalkozik.

A matematikai olimpia — a mar kialakult szokéasok szerint — igy zajlik le: a verseny el6tt néhany honappal a
bejelentkezett orszagoktol feladatjavaslatokat kérnek, s ezekbdl a rendezék mintegy 20-25-6t megvitatasra
készitenek el6 a zsliri szamara. A zslri a csapatok megérkezése el6tt Uil 6ssze és valasztja ki a két versenynap 3-
3 feladatat; amelyeket aztan a vezet6k a nemzeti nyelvekre forditanak le. A legfeljebb hattagi csapat a vezetd
helyettesével érkezik az olimpia szinhelyére és egy-két nap all rendelkezésiikre az ,,akklimatizalodasra”. Erre
rendszerint szlikség is van, mert sok csapat mas évszakbol és gyakran 6-8 6ras idékiilonbséget jelentd zonabol
érkezik. A feladatok megoldasara a versenyzéknek naponta 4 és fél ora all a rendelkezésiikre. A problémak a
matematika kiilonb6z6 teriileteir6l valok, megoldasuk nem igényel kozépiskolaindl magasabb szintli szaktudast.
Mindenki a sajat nyelvén irja le a megoldasokat; ezeket a csapat vezetdi atnézik, majd a koordinacios bizottsag
el6tt valamelyik hivatalos nyelvre (ma gyakorlatilag angolra) szoban leforditjak. A koordinatorok ennek alapjan
a feladatokra bizonyos pontszamokat (egy feladatra maximalisan 7-et) javasolnak. Az esetek tobbségében —
némi vita utdan — a feladat értékelésében megegyezés sziiletik, a fiiggében maradt kérdésekben a zsiiri
szavazassal dont. igy minden versenyzé munkéjanak az eredményét 0-t6] 42-ig terjedd pontszammal értékelik; a
versenyzoket pontszamuk szerint rangsoroljak és ennek alapjan dontenek a dijakrol. Ezt korabban hossza vitak
elézték meg. Ennek kikiiszobolésére sziiletett meg az a javaslat, hogy a versenyzok felét dijazzak, az arany,
eziist és bronzérmek aranya 1:2:3 (egyenlé pontszamok esetén ez kismértékben modosulhat). Ezenkiviil olykor
még kiilondijat vagy okleveleket is kiadnak, pl. azoknak, akiknek van teljes megoldott feladatuk, de nem kaptak
dijat. A verseny hivatalosan egyéni, tehat nincs nemzetek kozotti verseny; de ahogyan a sportolimpian is,
mindenki dsszeadja az egyes csapatok pontszamat és ebbdl alakul ki a nem hivatalos sorrend, amit 1ényegében
mindenki az eredményesség fokmérdjének tart. A versenyek végeztével a didkok szamara rendszerint
kirandulasokat szerveznek, igyekeznek megmutatni az orszagbol néhany érdekes és latvanyos dolgot. Ezek a
kozos kiranduldsok sok lehetdséget nyujtanak a résztvevok kozotti kapcsolatok kialakitasara is. Az olimpia
zardlnnepséggel végzddik, ezeken osztjak ki a dijakat; néha — megfelelé szponzorok esetén — emlékként
jutalmakat is kaphatnak a versenyzok.

Az olimpidk tehat hallgatdlagosan elfogadott és tiszteletben tartott szabalyok szerint folynak, rendszerint
hagyomanyosan baratsagos 1égkorben. Egyetlen kényes pontja van az olimpiai mozgalomnak: a meghivottak
korének a megallapitasa; ez az a pont, amelyben a napi politika néha — de mindig kellemetlen — szerephez jut.
Szerencsére ez elég ritkan fordul eld; ilyen volt példaul az, amikor Kuba nem hivta meg Izraelt; vagy amikor
egy maig sem pontosan tisztazott ok miatt a magyar csapat nem vehetett részt az 1978-as romaniai versenyen
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(ennek hatterében nagy valdszinGség szerint egy szovjet-roman nézeteltérés volt). Sajnos, még a legutobbi,
Tajvanon rendezett olimpidra is arnyékot vetett Kina tdvolmaraddsa. Ennek oka a csapatelnevezési vita volt
(nézetem szerint a rendezék ebben til merev allaspontot foglaltak el). Erdekes attekinteniink, milyen
valtozasokat idézett eld az olimpidk létezése szerte a vilagon a matematikai nevelés terén. Az induld
orszagokban (az NDK kivételével) nem voltak ismeretlenek a matematikai versenyek, koziilik Magyarorszag
rendelkezett a leghosszabb folyamatos versenymulttal (E6tvos-, majd Kiirschak-verseny), de Romaniaban is mar
mintegy fél évszazada 1étezett matematikaverseny. Az jonnan bekapcsolddott orszagok gyorsan rajottek, hogy
az olimpiara valo felkésziiléshez hozzatartoznak a honi versenyek is és egymas utan kezdték szervezni a nemzeti
versenyeket, pl. Németorszagban, a Szovjetunidoban (addig csak koztarsasagonként voltak versenyek), az
Egyesiilt Allamokban, de folytathatndnk a vilag szamos orszagaval. A versenyekre valo felkésziiléshez
természetszertien hozzatartozik a megfeleld irodalmi hattér is. A ’70-es, ’80-as évektdl kezdve az elemi
matematikai irodalomban soha nem latott fellendiilést tapasztalhatunk (a munkadba szdmos nagy hirl
matematikus is bekapcsolddott): értékes konyvsorozatok jelentek meg, a didkok szdmara kiadott folydiratok
megsokszorozodtak. A versenyek szama szaporodik, hiszen tobb orszagcsoport regionalis versenyeket is tart.
Megjelentek természetesen az lizleti vallalkozasban szervezett versenyek is. Mindehhez hozzajarult az a tény is,
hogy az olimpia kibontakozasanak az iddszaka egybeesett azzal — a féként a ’60-as évekre tehetd —
idészakokkal, amelyben a matematika allami tdmogatdsa a vildg szamos orszagaban (mindenekel6tt a
Szovjetuniéban és az Egyesiilt Allamokban) hathatosan megnovekedett és — tobb tényezé hatasara — a
matematika szerepének a tarsadalmon beliili megitélése is kedvezobbre fordult.

A versenyek szervezésének pedagdgiai indoklasaban mindenkor az érdeklddés felkeltése, a tehetségek
kivalasztasanak ¢és felkarolasanak az eldsegitése volt a leghathatésabb szempont, s Ggy tlinik, hogy a versenyek
ezt a feladatot részben teljesiteni is tudjak. A fiatalok altalaban szeretnek az élet minden teriiletén versenyezni €s
ehhez a felkésziilés sziikségessége szamukra is nyilvanvalo és elfogadott. A felkésziilés kapcsan a diakok olyan
ismereteket szerezhetnek és olyan készségekre tehetnek szert, amelyeket késdbbi palyajuk soran gyiimolcsdzden
alkalmazhatnak. Nem elhanyagolhat6 az a tény sem, hogy a k6zos felkésziilés folyaman nemcsak a tanaroktol,
hanem egymastol is szamos eredeti, szellemes feladatmegoldasi Gtletet, gondolatot tanulhatnak meg; egy-egy
egyiittesen megalkotott megoldas a tovabbi foglalkozasokra is gylimolesézden hat. Mindezzel szemben all az az
ellenvetés, hogy a versenybeli kudarc vissza is vethet egy-egy didkot a fejlédésben, elkeseredést valthat ki. Ez
igaz lehet, de hatasa megfeleld pedagdgiai eldkészitéssel minimalisra csokkenthetd: a felkésziilést iranyitoknak
a versenyt nem célként, hanem eszkozként kell kezelniiik, jatéknak, amelyet komolyan vesziink, de sohasem
tragikusan. Vannak, akik szerint a nemzetkdzi versenyekre vald felkésziilési id6t a tanuld jovoje érdekében
gazdasagosabban is lehetne felhasznalni, példaul Ggy, hogy a didk csupan a matematika egy témakorébe asna be
magat, hiszen a nemzetkdzi versenyek témakore rendkiviil széles, az elemi matematika ma ismert témakoreinek
nagy részére kiterjed. A leendé matematikus viszont akkor ér el gyors sikert a palyajan, ha egyetlen témakdrben
szerez mély ismereteket. A tudomanyos mindsitések is vilagszerte az ilyen tevékenységet értékelik elsGsorban.
Ennek az allitasnak a gyakorlati igazsaga nem vitathatd. Ezzel viszont azt az érvet lehet szembeallitani, hogy az
igazan nagy matematikusok mindig széles korti ismeretekkel rendelkeztek; a matematika egy-egy teriiletén
megismert modszer, Otlet a tavolabb esé teriileteken is alkalmazhatdo és a versenyekre valo felkésziilés
mindenekel6tt modszerek, gondolkodasi modok megismerésébdl all. Tovabba: a versenyeken részt vevék nem
mindegyike késziil matematikusi palyara; s ma vilagszerte elfogadott, hogy a matematikatdl viszonylag tavol
alloé tanulmanyokat folytatoknak is kiegészité tanulmanyokként matematikat ajanlanak, éppen a matematikai
gondolkodasmod elsajatitasara. Tobbszor elhangzik az a rosszalld vélemény is, mely szerint az olimpia néhany
orszag szamara eredeti szerepét elvesztve eszkozbdl célla lett; az olimpiara késziiloket kiemelik az iskolai
keretbdl és kozel egy tanéven keresztiil tilnyomorészt csak az olimpiai felkésziiléssel foglalkoznak, vagyis azt
csinaljak, amit a sportolok egy vilagversenyre késziilve. Pedagogiai szempontbol ezt nem tartjuk szerencsésnek,
és nem is Ohajtjuk kdvetni; meg kell azonban jegyezniink, hogy ekdzben olyan felkészitést kaphatnak, amit
esetleg életiik végéig tudnak hasznalni, ellentétben a legtobb sportbeli ,.tréninggel”, az 6sszevetés tehat némileg
santit.

Magyarorszag kezdettdl fogva részt vesz az olimpidkon (az emlitett 1978-as bukaresti versenyen kiviil) és
mindenkor az élmezOnyben végzett: a 39 olimpiabol 22 esetben az els6 harom hely valamelyikén; az
Osszesitésben a magyarok kaptak eddig a legtobb pontot és a legtobb dijat; ebben természetesen az is benne van,
hogy Magyarorszag az egyik legrégebbi résztvevd. Ezekbdl az eredményekbdl targyilagosan egy dolog
kétségtelentil kiolvashato: a magyar didkok a tobbi nemzet csapataihoz viszonyitva mindenkor kiemelkedden
szerepeltek. A volt olimpidsok — az eddigi tapasztalatok szerint — életpalyajuk soran is kitlinen megalltak a
helyiiket, koziiliikk tobb akadémikus keriilt ki, ott vannak szdmos hazai és kiilfoldi egyetem neves tanarai és
kutatdi kozott, a nem kozvetlen matematikai palyakon is sikeresen boldogulnak.

Gyakran felteszik azt a kérdést — foleg kiilfoldiek -, hogy mivel magyarazhat6 a sikeres szereplés, fOként annak
a figyelembevételével, hogy a nalunk szerencsésebb helyzetben 1évé orszagokat ,lekordzziik” ezen a téren
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(kuribzumként emlitjiik meg, hogy a kozelmultban egy japan hiriigynokséget biztak meg ennek a ,.titoknak™ a
felderitésével, beleértve a magyar matematikusok sikereit is). A kérdésre adandd valasz meglehet6sen Osszetett.
Ha az 0sszetevoket akarjuk felderiteni, feltétleniil meg kell emliteniink a hagyomany 6sztonzé szerepét, hiszen a
mi versenyeink rendelkeznek a leghosszabb folyamatos multtal, tovabba: versenyeinkkel csaknem egyidds a
Koézépiskolai Matematikai €s Fizikai Lapok, amely a matematika iranti érdeklodés felkeltésében, az irasbeli
kozlési készség fejlesztésében fontos szerepet jatszik és bevezet az ,iskolan tGli” matematika egy-egy szép
fejezetébe. Bar egy orszag matematikaoktatdsanak altalanos szinvonala ¢és az orszag kiemelkedd
matematikusainak a szama kozott aligha lehet megbizhato kapcsolatot kimutatni, mint adottsagot feltétleniil
figyelembe kell venniink, hogy az utobbi fél évszdzadban nyomon kovetheté az a torekvés, hogy a
matematikaoktatas kdzéppontjaban a gondolkoddsmodd fejlesztése alljon. A siker legfébb tényezdje azonban —
véleményem szerint — az a tény, hogy az utdbbi évszdzadban mindig akadt néhany olyan hozzaérté pedagogus,
akik Onzetleniil akartak és foként: tudtak a cél érdekében dolgozni. A magyar pedagogiai kozvélemény a
versenyeket altalaban a tehetséggondozas, a tehetségesekkel vald foglalkozas cimszavai ald sorolja; ez nyilvan
helytallé megallapitas, ebbdl baj csak akkor szdrmazik, ha azonositjak a tehetséggondozast a versenyzéssel. A
verseny ugyanis csak része a tehetséggondozasnak, amelyeknek nem a versenyeztetés az igazi formaja; a
tehetségek kimiivelése nem nélkiilozheti az egyéni vagy csaknem egyéni foglalkoztatast. A versenyek kiilonben
sem ,hoznak minden tehetséget a felszinre”, hiszen a matematikai tehetséggel rendelkezok tekintélyes része
rossz versenyz6. A versenyek = tehetséggondozas formula alkalmazdsa nyilvan kényelmes megoldas: a
versenyek a legjobban adminisztralhatdo pedagogiai tevékenységek kozé tartoznak. A hathatds, széles kori
matematikai tehetséggondozasnak nalunk — sajnos — hianyoznak a személyi és targyi feltételei.
Pedagogusképzésiink nem készit fel kelléen a tehetségesekkel valo foglalkozasra; s az ehhez sziikséges
ismeretekkel és készségekkel csak az rendelkezik, aki ezek megszerzésére Ontevékenyen ¢és Onzetleniil
vallalkozik. Ma mar elképzelhetetlen az ilyen munka megfeleld irodalmi anyag nélkiil. A nemzetkozi
versenyekre vald felkésziilést olyan friss anyag szolgalnd a legjobban, amely a ma ,divatos” témak
feladatanyagat gytjtené 0ssze. Ilyen miivek kiadasa természetesen anyagi tamogatas nélkiil elképzelhetetlen. A
korabban széles korben (bar nem mindig a cél érdekében) mitkod6 matematikai szakkorok koziil anyagi okokbol
ma mar csak kevés 1étezik, bar bebizonyosodott, hogy ezek lehetnek a tehetséggondozas miihelyei. Bizonyos,
hogy a jo olimpiai szereplés fontos tényezdje a versenyzok kivalasztasa. Az orszagok tobbségében ez formalis: a
nemzeti versenyek felépitése olyan, hogy az élen végzett hat versenyzo lesz tagja az olimpiai csapatnak. Nalunk
ez a gyakorlat mar azért sem kovethetd, mert hivatalos orszagos versenyeink nem egységesek; tovabba, hogy a
versenyzés tipusa is kiilonbozik az olimpiai versenyekétdl, nalunk ugyanis egyediilallban még azt az elavultnak
tiné hagyomanyt kdvetik, hogy a versenyeken mindenféle segédeszkdz hasznalhatd, ami az olimpian tiltott. Mi
ezért tobbszor tartunk valogato jellegli versenyeket az olimpiai szabalyok szerint, de a csapat-Osszeallitasnal
nem a pillanatnyilag elért eredményt vessziik figyelembe, hanem a hosszabb idén keresztiil mutatott
teljesitményt. A valogatdsban az olimpiai szakkorok tagjai vesznek részt; ezekben altalaban kéthetenként
tartanak foglalkozasokat az egész tanév folyaman; résztvevoi tobbnyire az el6z6 évek legeredményesebb
versenyz6ibdl allanak, gyakorlatilag azonban teljesen nyitottak, barki részt vehet rajtuk. A csapat
kivalasztasahoz figyelembe veszik a Kiirschak Jozsef Matematikai Tanuldverseny, az OKTV, a KoMal
pontversenye ¢és a két olimpiai valogatoverseny eredményét is. A csapatok Osszeallitasanak alland6 pedagdgiai
problémaja, hogy a legjobb versenyzéknek nem mindig a legtehetségesebb, legigéretesebb matematikus didkok
bizonyulnak; a verseny azonban nemcsak a matematikai tudast, hanem a versenyezni tudast is méri, ezért a
kivalasztasnak ez is szempontja. A csapatok eddigi sikeres szerepléséhez vezetdik is hozzajarultak, hiszen a
dolgozatok elemzése, a versenyzOk gondolatmenetének a felderitése (nemegyszer irasuk kibetlizése) és
szovegilik leforditasa az 6 feladatuk. A magyar delegacid vezetdje hosszabb idén at Hodi Endre (Orszagos
Pedagogiai Intézet) volt, majd egy évben Pataki Janos (Févarosi Fazekas Mihaly Gyakorlégimnazium); az
utébbi tiz évben pedig Pelikdn Jozsef (ELTE Algebra és Szamelméleti Tanszék), aki széles kori
tajékozottsagaval, nagy nyelvismeretével és diplomdaciai érzékével 1ényeges szerepet jatszik az olimpidkat
iranyito Advisory Board-ban is.

Az utobbi években az olimpidk élmezonyében a verseny — jo értelemben véve — kiélez6dott; egyre tobben és
igéretesebben tornek az €lre, ez kiilondsen a feltorekvo azsiai orszdgokra jellemzd. Ebben az évben Iran szerezte
meg a legtdbb pontot, megeldzve Bulgariat és az azonos pontszamii Magyarorszagot, ill. az Egyesiilt Allamokat,
de kozvetleniil utanuk Tajvan kovetkezett. Mar az élmezényben van Vietnam, Dél-Korea, India és Japan is;
természetesen az €lre palyaznak az olimpia hagyomanyos helyezettjei: Kina, Oroszorszdg, Romania,
Németorszag is. Nekiink kozottiik kell helytallnunk, és ha meg akarjuk tartani élmezonybeli helyiinket, meg kell
kisérelniink felkésziilésiinket alaposabba és foként szélesebb korivé tenni. A magyar didkoknak csak
meglehetdsen sziik kore jut el odaig, hogy az olimpiai felkésziilésbe bekapcsolodhassék, pl. az utobbi hisz év
versenyzo6i kilenc varos tizenhat kozépiskolajabol keriiltek ki és ez a kdr egyre sziikiilé tendenciat mutat (ebben
az id0szakban Magyarorszagon mintegy félezer kdzépiskola volt). Kétségtelen, hogy a specidlis matematika
tagozatos, ill. kiemelt matematika képzést nyajtd iskolak ebbél a szempontbdl elényben vannak, hiszen a
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legjobbak egy része mar eleve itt kezdi meg tanulmanyait, de éppen az eldbbi tények mutatjak, hogy biztosan
nagyszamu matematikai tehetség marad még a versenyek szempontjabdl is felderitetleniil. A jovOre nézve
biztatd, hogy az allami szervek el6tt is egyre nd a didkok nemzetkodzi versenyeken elért eredményeinek az
elismertsége; az utobbi években a legfelsébb allami vezetdk is tobbszor fogadtak és megjutalmaztak az olimpiak
nyerteseit és felkészitdiket. Ahhoz azonban, hogy megtarthassuk eddig kivivott, de erésen ostromolt allasainkat,
meg kell talalnunk az ehhez sziikséges, fentebb vazolt 1épések megtételének a modjat.

Erdekességek:

Magyarorszagon legtobben a Fazekas Mihdly Foévarosi Gyakorldé Gimnaziumbdl jutottak ki az olimpidra.
1962 6ta nem volt olyan év, hogy fazekasos didk ne lett volna a csapat tagja, s6t az is eléfordult, hogy az
Osszes magyar versenyz6 ebbdl az iskolabol keriilt ki.

A roman Ciprian Manolescu haromszor is maximalis pontszamot ért el, vagyis 42-bol 42-t, ebbdl egy
alkalommal raadasul egyediil neki sikeriilt teljes pontszamot elérnie.

A legsikeresebb ndi versenyzé Eugenia Malinnikova volt, aki kétszer 42, egyszer 41 ponttal nyert aranyérmet
a Szovjetunid csapataban, igy egyetlen ponttal marad el Manolescu teljesitményétol.

Az amerikai Reid Barton volt az elsd, akinek sikeriilt 4 aranyérmet szereznie (1998-2001). Rajta kiviil ez
eddig csak a német Christian Reihernek sikeriilt (2000-2003), aki 1999-b6l mar egy bronzéremmel is
biiszkélkedhetett.

1994-ben az Egyesiilt Allamok csapatdnak mind a 6 tagja 42 pontos eredményt ért el. Errél a Time magazin is
megemlékezett.

Az ausztral Terence Tao a legfiatalabb aranyérmes, 1988-ban 13 évesen érte el ezt az eredményt. Tao a
megeldz6é két évben mar nyert egy eziist- és egy bronzérmet, am ezt kdvetden, egyetemi tanulmanyainak
megkezdése miatt, nem indult.

A legtobb részvétellel Kunszenti-Kovacs David biiszkélkedhet, aki 7 alkalommal szerepelt Norvégia
csapataban, tobbek kdzt megszerezve az orszag els6é aranyérmét. David elsé olimpiai szereplésekor csak 11
éves volt.

Legeredményesebb magyar versenyzOk: Lovasz Laszlo és Pelikan Jozsef négy éven at (1963-1966) vettek
részt a versenyen; 3-3 arany-, és 1-1 eziistérmet szereztek. (Mellesleg osztalytarsak voltak.) Szintén harom
aranyérmet szerzett Terpai Tamas (1997-1999) és Racz Béla Andras (2002-2004).

A magyar csapat vezet6je 28 éven at Hodi Endre volt. (Vezet6 és zslritag: az 1-28. olimpiakon, kivéve a 20-
kat, amelyen nem indult Magyarorszag.) Az olimpiai csapat felkészité szakkorének vezet6je ma Dobos
Sandor, a budapesti Fazekas Gimnazium tanara, aki egyben a csapat kiséréje is.

Az olimpia szervezését iranyitd nemzetkozi testiilet, az Advisory Board jelenlegi elndke (2002 6ta) Pelikan
Jozsef, aki egyben a magyar csapat vezetdje.

A magyar csapat 2008-ig 48 olimpian vett részt, ahol Osszesen: 74 arany, 138 eziist, 77 bronzérmet és 4
dicséretet szerzett a 324 versenyzO. Ezzel a teljesitménnyel Magyarorszag a 4. helyen all a nemzetek
Osszesitett rangsoraban.

5. Feladatok a nemzetkozi matematikaversenyekrol

1.

Bizonyitsuk be, hogy ha nn > 1 természetes szam, akkor n° + n* + 1 gsszetett szdm!

Mely P pozitiv primszamokra lesz 2p+13p+24p+36p+1 mindegyike primszam?

92



Nemzetkozi matematikaversenyek és
a Matematikai Didkolimpia

Legfeljebb hany oldali az a konvex sokszdg, amely feldarabolhatd olyan derékszogh haromszogekre,
amelyek hegyesszogei 30 és 60 fokosak? (A feldarabolds sordn csak ilyen hdromszdg keletkezhet, masféle
sokszdg nem).

4.
Hany olyan egyenldszara trapéz 1étezik, amelynek a keriilete 2011 és az oldalak mérészama egész szam?

5.
Létezik-e olyan négyzetszam, amelynek a szamjegyeinek dsszege 201127 2

6.
Hatarozzuk meg az &sszes olyan (m,n) part, ahol 7, T egész szamok, amelyekre 771,70 = 3, amelyekhez
1étezik végtelen sok olyan a pozitiv egész szam, amire
a™ 4+a—1
a® +a?—1
egész szam.

7.
Egy P konvex sokszég mindegyik & oldaldhoz hozzarendeljilk a legnagyobb teriiletli olyan haromszog
teriiletét, aminek egyik oldala & és ami benne van P-ben. Bizonyitsuk be, hogy a F oldalaihoz rendelt
teriiletek Osszege legfeljebb a haromszorosa I teriiletének.

8.
Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f fliggvényt, ami a valos szadmok I halmazat onmagaba képezi és amelyre
(F@) + FEDEY) + F(1) = Floy — 1)+ Flat + yz)
teljesiil minden % ¥ 2,1 € I esetén.

9.
Egy pozitiv egész szamot alternalonak neveziink, ha a tizes szamrendszerbeli felirasdban a szomszédos
szamjegyek mindig kiilonbozo paritasuak.
Hatarozzuk meg az Gsszes olyan 7 pozitiv egész szamot, amire igaz az, hogy n-nek van olyan t6bbszordse,
ami alternal6 szam.

10.

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan valos egyiitthatds P l:;r:] polinomot, amely kielégiti a
Pla—b)+Plb—c)+ Ple—a)=2Pla+b+c)
egyenléséget, valahanyszor @ b,c olyan valos szamok, amelyekre teljesiil

ab + be 4+ ca = 0.
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12. fejezet - Tehetséggondozas és
versenyfelkészités

1. A tehetség O0sszetevdi és felismerése

A tehetség fogalmat sokan sokféleképpen fogalmaztak meg, altalanossagban el lehet mondani, hogy mindenki
tehetséges valamiben, csak meg kell talalni, hogy miben. Most egy a matematika tanulasdnak szempontjabol
relevans felosztasat nézziik a tehetség 6sszetevoinek:

« atlag feletti altalanos képességek: absztrakcid, memoria, kommunikacio, informacio feldolgozas, intelligencia
(bal agyfélteke fejlettsége);

« atlag feletti kreativitas (jobb agyfélteke fejlettsége);

atlag feletti motivacio: érdeklddés, kitartas, érzelmi stabilitas, halozatépités;
« atlag feletti specialis képességek, originalitas egy vagy tobb adott teriileten.

Ezen négy elem koziil a tehetséges gyermek tobb Osszetevével rendelkezik, de esetleg valamelyikben kevésbé
jo. A tanar feladata 1ényegében az, hogy felismerje e képességeket, és amiben gyengébb, azt erdsitse. A
tehetséggondozas nem konnyt feladat, mert sokszor a tehetség bizonyos olyan tulajdonsagokkal is jar, amelyek
az iskolai életben ,hatranyosnak” szamitanak (magatartasi problémak, talzott aktivitds vagy tulsagosan
visszahuzddo természet, antiszocialis megnyilvanulasok, stb.). A tehetség kibontakoztatdsaban nagyon fontos a
pozitiv, tamogatd hattér, amely kudarcpalya helyett sikerpalyat épit fel. Mivel a tehetség Osszetevoit nagyon
nehéz ,,mérni”, a felismeréséhez jo pedagdgiai és pszichologiai képességekkel kell rendelkeznie a tanarnak is.
Fontos a bizalom tanar ¢és tanitvany kozott, de fontos a sziiloket is bevonni a folyamatba. Sok sziildben ¢l
egyfajta félelem a tehetségtdl, amelynek gydkerei abban rejlenek, hogy a tehetséges gyermek gyakran érzi
magat kirekesztettnek. Ezért a kérnyezet nevelése éppen olyan lényeges eleme a tehetséggondozasnak, mint
magaval a tehetséges gyermekkel valdo foglalkozas. A miivészvilagban gyakran tapasztalhato ,kiégés”
jelenségének elkeriilése végett is figyelmet kell forditani erre az aspektusra.

2. Kreativ személyiségtulajdonsagok és fejlesztésuk

A kreativitds, azaz a teremt6-, alkotoképesség olyan folyamat, amely sajat magat fejleszti s bontakoztatja ki. A
kreativitas fogalma mar az okorban is megjelent, a gorogok is probaltak ezt a képességet leirni, megfejteni. Az
alkoté gondolkodasnak oriasi szerepe van a tudomany ¢és a tarsadalom fejlédésének szempontjabol. Persze, nem
mindenkibdl lehet tuddst, feltalalét nevelni. Nem is ez a célunk: sokkal inkabb az, hogy minden tanul6bol
kihozzuk személyisége széles korti fejlesztésével azt a maximumot, amellyel képessé lesz alkotd tevékenységre
(még ha az alkotasa csak sajat életében szamit is ujnak).

A kreativ személyiségtulajdonsagok kialakulasanak feltételei kozott tarsadalmi, személyiségbeli, nevelési-
oktatasi feltételek is szerepelnek. A tarsadalom részér6l olyan perspektivak, célok megfogalmazasa és
tamogatasa, amelyek elGsegitik és méltanyoljak a kreativ teljesitményt, és ezaltal Osztondznek ilyen
tevékenységre. A gyermek személyiségében ki kell alakulnia azoknak a képességeknek, amelyek az alkotast
lehetdvé teszik, de motivacid nélkiil a legjobb képességek is elvesznek. Az oktatdsnak meg kell teremtenie a
kreativ személyiség kialakulasahoz vezetd koriilményeket, mintat kell adnia, értéket kell kdzvetitenie és
tamogato kdornyezetet kell biztositania.

A kreativitas fogalma nagyon &sszetett, ezt az alabbi két idézettel érzékeltetni tudjuk: ,,Az emberi képességek
hierarchiajaban a kreativitds az intelligencia legmagasabb foka. Az intelligencia &ltaldban konvergens
gondolkodast jelent, amely a helyes valaszhoz vezet. A kreativitds divergens gondolkodés, amely tobbféle
valaszra torekszik.” (Erika Landau)

,Ha az egyén olyan tulajdonsdgokkal rendelkezik, amelyek segitségével képes tevékenysége targyai kozott
olyan kapcsolatokat teremteni, amelyek tilmutatnak korabbi ismeretein, tapasztalatain, amelyek lényegesen
megvaltoztatjak ezekrdl a targyakrol alkotott ismeretrendszerét, a targyakkal kapcsolatos tevékenységét, s
amelyek lehetové teszik 1 produktumok létrehozasat. Az ilyen pszichés tulajdonsagok Osszességét kreativ
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személyiségtulajdonsagoknak nevezziik, s magat a tevékenységet kreativitasnak.” (Pdlya Gyorgy) A kreativ
személyiség tulajdonsagok kozé tartozik tobbek kozott:

* aproblémaérzékenység,
+ az Otletgazdagsag,

* ahajlékonysag,

* arugalmassag,

+ akonnyedség,

* az eredetiség,

* akidolgozottsag,

* az Gjraformalas,

* a kiterjesztés,

¢ atranszferalas.

Vizsgaljuk meg, hogy ezen tulajdonsagok koziil matematika 6ran melyik hogyan mérhetd és fejleszthetd!

3. A problémaérzékenység

A probléma: vilagosan megfogalmazott, de jelenlegi tudasunk szokasos alkalmazasaval kozvetleniil el nem
érhet6 cél, amelyet szandékunkban all elérni. A probléma nem azonos az ismeretlennel valo talalkozassal, az is
sziikséges, hogy ez kivaltsa érdeklodésiinket. A matematika feladatokra kiilondsen all ez a kitétel. A problémat
el kell kiiloniteni a rutinfeladattol: a rutinfeladat az ismeretek szokasos alkalmazasat igényli, a probléma az
ismeretek alkotd, Ujszeri moédon vald alkalmazasat jelenti. Ezért a probléma fogalma viszonylagos: ami az
egyik tanuld szamara probléma, a masik szdmara lehet rutinfeladat. Mikor nem készteti az ismeretlen
gondolkodasra a tanul6t? Ennek tdbb oka is lehet:

* nincs meg a sziikséges motivacid, a tanulé nem akarja megoldani a kitlizott feladatot;

* atanul6 ismeretei 1ényegesen magasabb szintiiek, mint amit az adott feladat megkivan, ezért unalmas szamara
a feladat;

* a megoldashoz a tanuld ismereteinél 1ényegesen magasabb szintli ismeretek sziikségesek, ekkor nem érti a
kérdést, a feladat elveszti probléma jellegét, kikeriil az érdekl6dési korébol.

A problémak tehat nem korhoz és tudasszinthez kotottek, életiink soran folyamatosan szembe talalkozunk Gjabb
és ujabb problémakkal. Ezek akkor meriilnek fel, ha olyan tényekkel keriiliink szembe, amelyeket még nem
osztalyoztunk, rendszereztiink. A problémat akkor tekintjilk megoldottnak, ha rabukkanunk arra a tevékenység
formara, amellyel célunk elérhetd.

Egy feladat megoldésa soran sokszor legnagyobb gondot a probléma azonositasa jelenti. Ha képes a tanuld egy
feladatban az adatokat, az adott 6sszefiiggéseket tigy boncolgatni, csoportositani, tudasat ugy mozgdsitani, hogy
a probléma elébukkanjon, akkor mar ,féliton” van a megoldas felé, mert hajlandosagot érez arra, hogy
megvalaszolja a feltett kérdést. Hogyan lehet mérni a tanulok problémaérzékenységét? A tanulok munkajaban
(irasbeli és szobeli) eredménytdl fliggetleniil vizsgalhatjuk, hogy

* van-e értékelhetd momentum;

» megfogta-e a kérdés Iényegét, részeredményei a megoldas irdnyaba mutatnak-e;

» gondolkodas titjan kapott eredmény van csak ,latszatmunka” olvashato ki beldle;

* milyen kérdéseket tesz fel (sajat magéanak) a feladat megoldasa soran;
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» mikor veszi észre, hogy egy Ut zsakutca;

tobbféle lehetdséget szdmba vesz-e a megoldas sordn, észreveszi-e a jo irdnyt;
« ki tudja-e sziirni a 1ényeges adatokat a feleslegesek koziil;
* mennyire tudja lekotni a feladat, mutat-e érdekl6dést?

A problémaérzékenység fejlesztése kozben ezekre a kérdésekre kell figyelniink, és ha pozitivan tudunk
valaszolni rdjuk, akkor mondhatjuk, hogy fejlddott a tanuld ezen képessége. Magatol a problémaérzékenység
nem alakul ki, ha nem iranyitjuk tevékenységét, akkor munkaja e téren felszines lesz, nem fogja a 1ényegi
Osszefiiggéseket rendszerben latni, és idovel érdeklddése unalomba fullad. Polya Gyorgy ,,A problémamegoldas
iskolaja” cimi konyvében konkrét iranymutatd kérdéseket is talalunk a gondolkodas fejlesztéséhez.

4. Otletgazdagsag

A kreativ személyiségvonasok egyike az Otletgazdagsag. Az otlet olyan eljarast, tevékenységet jelent, amely
esetleg kozelebb vihet a probléma megoldasdhoz, de nem biztos. Ha a tanulé nem rendelkezik a sziikséges
ismeretek 0sszességével, rendszerével, akkor nem tud Stleteket felsorakoztatni, tehat az 6tletgazdagsag alapja a
stabil tudds. Viszont a hasznalhatatlan Gtlet is tSbbet ér az oOtletnélkiiliségnél, hiszen az otletek kiprobalasa
vezethet az eddigi ismeretek rendszerbe illesztéséhez, sot 0j ismeretek elsajatitasahoz is. Az Gtletnélkiiliség a
gondolkodas hianyat is mutathatja. Az otletgazdagsag mérésére olyan feladatok kitlizése alkalmas, amelyeknek
szandékosan tobbféle megoldasat varjuk el. Az Otletgazdagsag fejlesztésére a tanarnak sok jo példaval, a
feladatok tobbféle megoldasanak felvonultatasaval kell inspirdlni a tanulokat. Nem szabad csak a sajat
gondolatmenetiinknek megfeleld megoldasi modot elfogadni, értékelni kell a kiilonbozéket — még a hibas
megoldast is, ha olyan Uton indult el, amely egy eltérd, de jo megoldast hozhat.

5. Hajlékonysag, rugalmassag, konnyedség

E harom személyiség tulajdonsag kozott szoros dsszefiiggés van, kicsit mindegyik magéaban hordozza a masikat,
¢és egymast feltételezik. Ezek a tulajdonsagok a divergens gondolkodast jellemzik: tobbféle it megtalalasanak
képességét (igy Osszefliggésbe hozhatok az oOtletgazdagsaggal is). Amennyiben ezek mindségileg kiilonbozd
megoldasok, akkor rugalmassagrol, ha nem kiilonbdzok, akkor hajlékonysagrol beszéliink. Ennek mérésére
nagyon jok a ,.folytasd a szdmsorozatot” jellegli feladatok, valamint a geometriai szerkesztések, bizonyitasok,
szamitasok és az egyenletmegoldasok. Minél tobb egy feladaton beliil a kategoriavaltas, annal rugalmasabb a
tanul6é gondolkodasa, minél tobb az egy kategorian beliili megoldas, annal hajlékonyabb, és minél gyorsabban
megy a valtas egy adott megoldasrol a masikra (vagy a rossz megoldasrol tovabblépés), annal kdnnyedebb a
gondolkodasa. Ezen tulajdonsagok fejlesztésében természetesen a pedagdgusnak nagy szerepe van, hiszen nem
varhato el a tanul6tol, példaul, hogy tobbféle mddon tudjon egyenletet megoldani, ha mindig csak a mérlegelvet
latta, mint megoldasi modszert.

6. Eredetiség

Aki ezzel a képességgel rendelkezik, az a jelenségeket, dolgokat masképp latja, értékeli, mint a tobbség. Az
eredeti gondolkodast olyan megoldasok jellemzik, amelyek legtobbszor sikeresek, és a szokvanyostol eltéroek.
Ez azt is jelenti, hogy ez a képesség viszonylagos, egy nagyobb mintat (akar tobb osztalynyi tanuldt) alapul véve
lehet csak eldonteni, hogy melyik tanulé gondolkodasa eredeti. Sokszor az osztalykeretek ko6zott, tanoran
elhangz6 eredeti gondolat kifejtésére nincs id6, mert a ,,masképp gondolkodd” egyéni megoldasara tobb idot
kell forditani, hogy a tobbi tanulo (és esetleg a tanar is) kdvetni tudja a gondolatmenetet. Ez idoveszteséggel jar,
ami a tananyag és a tobbi tanuld hatranyara lehet. Ezért sokszor a pedagogus kénytelen leallitani az ilyen
eredeti, a megszokottol eltérd gondolatmeneteket. Megvan azonban annak a veszélye, hogy iddvel a tanuld
elveszti érdeklodését, nem all el uj dtletekkel, gondolatokkal, belesimul az atlagba. Az ilyen tanuloval tanéran
kiviil kell foglalkozni, és teret engedni neki, hogy egyéni gondolatait kifejtse, képességeit kibontakoztassa, és
ezaltal fejlodjon. Ha ezt nem tessziik meg, akkor bizony egy tehetség elveszhet.

7. Kidolgozottsag

Ez az a képesség, amely lehetdvé teszi, hogy oOtleteinket megvaldsitsuk, a megoldas modjat megtervezziik, a
megoldast felépitsiik. Latszélag ez ellentmond a divergens gondolkoddsnak, és az elébb részletezett
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képességeknek. Az ellentmondds azonban csak latszdlagos, mert a Gtletek, a tobbirdnyt gondolkodés veégiil
akkor fog a probléma megoldasdhoz vezetni, ha abbol ki tudja a tanuld valasztani a megfeleld utat, és azt
tervszertien végre is tudja hajtani. Tehat a problémamegoldas kezdetén a divergens gondolkodasra van sziikség,
a végén pedig inkabb a konvergens gondolkodasra.

Ez a tulajdonsag sem velesziiletett a gyermekekkel, kitartd és kovetkezetes pedagdgiai munkaval lehet
kialakitani mar kisiskolds kort6l kezdve. Fokozatosan kell a gyerekeket raszoktatni arra, hogy a taldlomra
végzett miiveletek helyett tudatosan, tervszertien oldjak meg a feladatokat. Nem véletleniil szerepel mar az
altalanos iskolas tankdnyvekben is a feladatok mellett a ,,Készits tervet!” felszolitas.

8. Ujrafogalmazas

Ez azt a képességet jelenti, amellyel a tanulo a szamara ismert dolgokhoz, jelenségekhez hasonlitja, kdzeliti az
ismeretlent. Ez magéban foglalja az adatok, feltételek részletezését, a sziikséges ismeretek (tételek, definiciok,
eljarasok, stb.) felszinre hozasat, az adatok kozti 0j kapcsolatok feltarasat, az analogidkat. Ez a képesség jol
mérhetd a szoveges feladatok megoldasa kapcsan, illetve geometriai szerkesztések, bizonyitasok megoldasanal.
Ezeken keresztiil lemérhetjiik, hogy a kdznapi nyelvet hogyan tudja leforditani a matematika nyelvére. Az
ujrafogalmazas képességét a kovetkez6 fokozatokban lehet fejleszteni:

* Egy feladat megoldasa utan visszakérdeziink: mit lehet még elmondani a feladatr6l?

» Diszkutaljuk a feladatot: mikor van megoldas, mikor nincs, mi a megoldhatdsag feltétele?
» Valtoztatjuk az adatokat tigy, hogy a megoldas modosuljon.

» Kérjiik a feladat, vagy a megoldas modositasat!

* Csak feltételeket és adatokat adunk meg, a kérdést neki kell feltenni sajat maganak, melyet meg is kell
oldania.

* A tanul6 maga készit feladatot.

Az Ttjrafogalmazds az alapja és elsd lépcsdfoka a kreativitds legmagasabb fokat jelenté 1j feladat
konstrualasanak. Polya Gyorgy irja errdl: ,,A didk matematikai tapasztalata fogyatékos marad, ha sohasem nyilt
alkalma megoldani olyan feladatot, amelyet 6 maga talalt ki. A tanar mutassa meg, hogyan lehet egy, mar
megoldott feladatbol Gjat késziteni, a igy keltse fel a didkjainak érdeklédését.”

Természetesen a feladatkészités csak a matematikaval mélyebben foglalkozo, versenyekre késziilé tanuloktol
varhato el, az atlagos tanuloknal megelégedhetiink azzal, ha ugy at tudja formalni a feladat szovegét, hogy a
lényegét megértse.

9. Kiterjesztés

Az el6z6 képességgel szoros kapcsolatban ez azt jelenti, amellyel a tanul6 a feladat megolddsa utan meg tudja
vizsgalni, hogy milyen mas esetekben, milyen mas adatok, feltételek mellett érvényes a kapott Osszefiiggés.
Hozza tartozik ehhez a képességhez annak vizsgalata is, hogy a megvaltozott feltételekhez milyen 1)
Osszefliggéses, vagy milyen analdgias kovetkeztetést lehet levonni a feladatbol. Ennek a képességnek a
fejlesztésére nagyon hasznosak a sik és térgeometriai feladatok, a sikgeometriairol a térgeometriaira vald
attérések. A kiilonbozd szdmhalmazokon értelmezett miiveletek kiterjesztése (pl. hatvanyozas).

10. Transzferalas

Ez a tulajdonsag valamely ismeretanyagnak egy latszolag teljesen eltérd teriileten valod alkalmazasat jelenti. a
matematikan beliill majdnem minden témakor Osszefiigg sok mas témakorrel, igy konnyl a transzferalasra
alkalmas példakat talalni: sorozatok — kombinatorika — halmazok, halmazmiiveletek — logika -eseményalgebra,
egyenletek — algebrai milveletek, fliggvények — egyenletek — koordinata geometria, stb. Természetesen talalunk
mas targyakkal valo Osszefliggéseket is: fizika — egyenletek — fiiggvények, kémia — szazalékszamitas, rajz —
geometriai transzformaciok, foldrajz — statisztika, stb.
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Tehetséggondozas és
versenyfelkészités

Gyakran tapasztaljuk, hogy a tanulok ,,nem hajlandok” matematikai ismereteiket mas tantargyaknal alkalmazni,
¢l benniik egyfajta ellenallas: ez most nem matematika ora, akkor miért matekozunk. Ha a matematika ordkra
viszlink olyan feladatokat, amelyek az emlitett és mas tantargyak témakorébdl meritenek, és ezen megmutatjuk,
hogy hogyan lehet a gyakorlatban alkalmazni a megszerzett matematikai tudast, akkor nem csak a
matematikaban fog fejlédni a tanuld, hanem mas targyakbol is. A kreativ személyiségtulajdonsagok fejlesztése
természetesen mas teriileteken is jo hatassal lesz a tanulok teljesitményére.

11. Osszegzés

Ha végigtekintiink az eddigiekben megvizsgalt tulajdonsagokon és fejlesztési lehetoségeiken, lathatjuk, hogy
nagyon Osszetett feladatrol van szo: a tehetséggondozas sokféle képesség fejlesztését jelenti, kiilonbozd
modszereket €s munkaformakat igényel, és természetesen kreativ és felkésziilt pedagogust. Nem mondhatjuk ki
senkir6l, hogy kreativ vagy sem: bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezik a felsoroltak koziil, bizonyosakkal nem.
Minél tobb tulajdonsaggal rendelkezik, annal kreativabb, amiben gyengébb, abban pedig a fejleszthetd. A
matematika versenyeken valdé sikeres szerepléshez mindenképpen j6, ha minél tSbb kreativ
személyiségtulajdonsaggal rendelkezik a tanuld, de természetesen a stabil matematikatudas is fontos tényezd.
Végiil tekintsiink 4t réviden néhany hasznalhato stratégiat a felkészitéshez:

» szembesités kétértelmiiségekkel, bizonytalansagokkal;

 ismert jelenségek ,,idegenszeriivé” tétele analogiaval;

* ugyanannak a dolognak tobb szempontbdl valo vizsgalata;

» produktiv kérdések, amelyek az informacidk mas oldalrol valdé megkdzelitését jelentik;
* hidnyzo6 elemek felkutatasa, a meglévo adatok kiegészitése;

» rendszerezési lehet6ségek keresése,

* latszolag kiilonboz6 elemek kapcsolatba hozasa;

* titokzatossagok, rejtélyek, matematikai furcsasagok felkutatasa, vizsgalata.

12. Feladatok

Allitson 6ssze 4 problémabol al feladatlapot, amely alkalmas a tanulok kreativitasanak, sokoldalisaganak
fejlesztésére csoportmunkaban!

Térképezze fel egy kivalasztott kdzépiskolai osztalyban a legkreativabb tanulokat egy alkalmasan valasztott
probléma felvetésének segitségével!

98



Irodalomjegyzék

[1] Ambrus Andras: Bevezetés a matematik-didaktikaba, ELTE E6tvos Kiad6, Budapest 2004.

[2] dr. Czeglédy Istvan - dr. Orosz Gyulané - dr. Szalontai Tibor - Szilak Aladarné: Matematika
tantargypedagogia I-11., f6iskolai jegyzet, Bessenyei Gyorgy Konyvkiado, 2005.

[3] Herskovits Maria: A tehetségfejlesztés utjai és tapasztalatai kiilf6ldon (in: Fejezetek a pedagogiai
pszichologia korébdl, http://mek.oszk.hu)

[4] Renzulli, J.S. (1978): What Makes Giftedness? Reexamining a Definition. Phi Delta Kappan, 60(3), 180-
184, 261.

[5] Szénéssy Barna: A magyarorszagi matematika torténete, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1974.

[6] http://www.komal.hu

[7] https://ad.bolyai.hu/ad

[8] http://www.bolyai.hu

[9] http://www.titteleki.hu

[10] http://www.mategye.hu

[11] http://www.zalamat.hu

[12] http://berzsenyi.tvnet.hu/~nemecs/nmmv

[13] http://www.oh.gov.hu/versenyek

[14] http://www.hetvezer-szfv.sulinet.hu

[15] http://home.fazekas.hu/~dobos/olimpia/cimlap.htm

[16] http://www.microprof.hu

[17] http://versenyvizsga.hu/external/vvszuro/vvszuro.php

[18] http://www.ide.sk/index.php?aktdir=matek

XCiX


http://mek.oszk.hu/
http://www.komal.hu/
https://ad.bolyai.hu/ad
http://www.bolyai.hu/
http://www.titteleki.hu/
http://www.mategye.hu/
http://www.zalamat.hu/
http://berzsenyi.tvnet.hu/~nemecs/nmmv
http://www.oh.gov.hu/versenyek
http://www.hetvezer-szfv.sulinet.hu/
http://home.fazekas.hu/~dobos/olimpia/cimlap.htm
http://www.microprof.hu/
http://versenyvizsga.hu/external/vvszuro/vvszuro.php
http://www.ide.sk/index.php?aktdir=matek

