I. HALMAZOK TULAJDONSAGAI _

ES A MATEMATIKAI LOGIKA
ELEMEI

1. Halmaz, részhalmaz fogalma

1. A kovetkez6 definiciok kozil melyek hataroznak meg egyér-

telmtiien egy-egy halmazt?

1.

10.
11.
[
13:
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

{osztalyunk tanuléi};

. {egy tetszdleges osztaly tanulodi};
. {osztalyunk fintanuléi};

. {osztalyunk magas tanuldi};

. {Magyarorszag varosai ma};

. {Arany Janos versei};

. {a természetes szamok};

. {a természetes szamok halmaza};
.{az x*>—5x+6 = 0 egyenlet};

{az x>~ 5x+6 = 0 egyenlet valds gyokei};

{egy egyenlet gyokei};

{az x2+1 = 0 egyenlet valds gyokei};

{az x> —2x*+1 = 0 egyenlet valos gydkei};

{az els6foku egyenletek, osztalyunk tanuloi};
{egy adott egyenlet, melynek 2 az egyik gyoke};
{egy olyan egyenlet, melynek egy valos gyoke van};
{tetsz8leges harom egész szam};

{a primszamok};

{a legnagyobb primszam};

{néhany primszam}.

2. Soroljunk fel a kovetkezé halmazok elemei koziil legalabb

kettot:

1.

2.

{a 0,5-nél kisebb egész szamok};
{Pet6fi versei};
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3. {az 50-nél nagyobb primszdmok};

4. {a primszamokbol 4ll6 halmazok};

5.{az x*—4x = 0 egyenlet valos gyokei};

6. {az olyan elséfoku egyenletek, melyeknek a gyoke 100};
7. {1986 primosztoi};

8. {192 és 729 kozds osztoi};

9. {a szabalyos testek};
10. {249 értékének kilonbozd szdmjegyei}.

3. Soroljuk fel a kdvetkezé halmazok elemeit:

1. {a 100-nal kisebb négyzetszamok};

2. {a 10-nél kisebb négyzetszamok szama};

v

X1
3. { az —— = 2 egyenlet pozitiv gyékei};

x—1 -
4. {az = 2 egyenlet pozitiv gyokeinek széma};
X

5.{az x*>—2x £ 0 egyenlGtlenség egész gydkei};
6. {az x*>+4x < 0 egyenlbtlenség egész gyokeinek szdma};
7. {a haromjegyli paros szamok szdma};
8. {az olyan kétjegyli szamok, melyek szamjegyeinek Gsszege 9}
9.{az olyan haromjegyli szdmok szama, melyek szimjegyeinek
Osszege 9};
10. {729 pozitiv oszt6i}.

4. Valasszuk ki a kovetkezd halmazok koziil az egyenldket:

1. {a legkisebb primszam};

2. {egy primszam pozitiv osztéinak szdma};

3. {az x> —2x? = 0 egyenlet valos gydkei};

4. {az x*—2x? = 0 egyenlet valos gySkeinek a szdma};

5.{a (0; 2) szampar};

6.{a —1 és 3 kozé es6 paros szamok};

7.{a 10'°+1 szam tizes szamrendszerbeli alakjaban a szamjegyek
oOsszege};

8. {az x'°°=1 egyenlet valos gyokei};

9.{az x=0 és y=2 egyenletii egyenesek metszéspontjanak koordi-
natai};
10. {(— 1)" kiilonbozo értékei, ahol n tetszbleges pozitiv egész szam}.
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5. Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezoé allitasok koziil melyek

igazak:

1.2 € {a primszamok}.

2. A négyzet eleme a trapézok halmazanak.

3.240 2401 és5 240+ 1 eleme az Osszetett szamok halmazanak.

4.Haae Aésbe B,akkor (a+b) € B, ahol 4 a primszamok halma-
za, B az Osszetett szamok halmaza.

5.A€ A.

6.4e{A4}.

7.Az x"—1 = 0 egyenlet valos gyokei elemei a pozitiv egész sza-
mok halmazdnak, tetszéleges n egész szam esetén.

8.1,9 € {a 2-hatvanyok]}.

9.Ha ae A és A € B, akkor a € B.
10. A= B esetén A € {B}.

6. JeloljieN, P, Z, Q, I, R rendre a természetes szamok, a primsza-
mok, az egész szamok, a racionalis szamok, az irracionalis szamok,
a valds szamok halmazat. Dontsiik el, hogy a kovetkezo allitasok
koziil melyik igaz:

1.Ha ae N és be N, akkor (a+b)e N.
.Ha ae P és be P, akkor (a+b) e P.
.HaaeZés beZ, akkor abe Z.
.HaaeZ és beQ, akkor abe Z.
. Van olyan a és b szam, hogy a<Z és be Q esetén ab € Z.
.HaaeQés bel, akkor (a—b) el
.HaaeQés beR, akkor abel
. Van olyan a és b, hogy ae Q és bel esetén ab e N.

O 0 3N W bW

.%eR, haaeRé beR.

2
a

1+5?
7.Legyen ae X és b e X. Vizsgaljuk meg, hogy mely esetekben

igazak a kovetkezo allitasok:
l.(atb)eX. 2. (a—b)eX.

—
=)

e Q.

.aeZ, beQ esetén

3.abe X.
4. g € X, ha b#0, ahol X helyébe rendre az el6z6 feladatban szereplo
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N, P, Z, Q, I, R halmazokat helyettesitjiik és a, illetve b az X halmaz
tetszoleges eleme lehet.

8. Jeldlje az A halmaz elemeinek szamat | 4|. Hatarozzuk meg | 4|
értékét a kovetkezo esetekben:
= {a 20-nal kisebb primszamok};
= {36 pozitiv osztoi};
= {a 100 nal kisebb negyzetszamok}
= {az x? < 100x egyenlGtlenség egész gydkei};
{az x?+x+2 = 0 egyenlet valos gydkei};
{@,
{a legquebb egész szam};
{a legkisebb természetes szam};
= {11* kiilonbodz6 szamjegyei};
{a 10? <x*<10* egyenlStlenségrendszer egész gyokei}.

1. A
2,
3
4.
9,
6.

Il

I

e
mkmhkhkhm
I

10.

9. Az a és b egymastol kiillénbozo egesz eleme az A halmaznak.
Tudjuk, hogy 4-nak eleme barmely két kiillonbozé elemének Osszege
is. Hatarozzuk meg |A4| értékét, ha az A halmaz véges és minden
eleme egész szam.

10. Soroljuk fel a kovetkezé halmazok koziil azokat, melyeknek
végtelen sok elemiik van:

A = {a primszamok}; B = {egy sik félsikjai};
C = {egy sekszég cstcsai}; D = {a paros primszamok};

wl=
E = {az S P = x— 1 egyenlet valos gyckel}

X
x+100 | / g
— is egész szam ;;

F= {azok az x egesz szamok, amelyekre

G = {csak az 1 szamjegyet tartalmazd szamok};

H = {azok a szamok, amelyek szamjegyeinek Osszege 2};
I = {a természetes szamok szamjegyei};

J = {a valds szamok halmaza}.

11. Az 4 halmaznak eleme az 1 és —1. A halmaz barmely ket
elemének szamtani kdzepe is eleme a halmaznak. Bizonyitsuk be,
hogy az A halmaznak végtelen sok eleme van.

12. Egy véges szamhalmaz barmely elemének a reciproka is eleme
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a halmaznak, az adott elem — 1-szeresével egyiitt. Igazoljuk, hogy
a halmaz elemszama paros.

13. Az A szamhalmaz elemeinek szama 2. A halmaz barmely két
elemeének szorzata is az 4 halmaz eleme. Bizonyitsuk be, hogy az
A halmaz elemei k6z6tt szerepel a 0, vagy az 1.

14. Tekintsiik alaphalmaznak a valos szamok halmazat (R). Ha-
tairozzuk meg a kovetkezé halmazok komplementerét:

I. Q = {a racionalis szimok};

2.1 = {az irracionalis szimok};

3. {a pozitiv valés szamok};
4.R;
5.0.

15. Mivel egyezik meg egy adott halmaz komplementerének
komplementere, illetve a kapott halmaz komplementere?

*16. Lehet-e egy véges halmaz komplementere is véges halmaz?

17. Adjuk meg az {1; 2; 3; 4; 5} halmaz kételemi részhalmazait.

18. a) Hany haromelemii részhalmaza van egy hat elemet tartal-
maz6 halmaznak?

b) Hany valodi részhalmaza van egy egyelemii halmaznak?

19. Bizonyitsuk be, hogy az A = {1, 3; 5; 7} halmaznak Ssszesen
2* szami részhalmaza van. frjuk fel kiilon-kiilén a 0; 1; 2; 3; 4 elemi
részhalmazokat.

20. Legyen T a téglalapok, R a rombuszok, N a négyzetek, P a
paralelogrammak halmaza. Melyik halmaz melyiknek részhalmaza
T, R, N, P koziil?

*21. A 6. feladat jeloléseit hasznalva dontsiik el, hogy melyik igaz
a kovetkez6 allitasok koziil:

1. PcQ. 2.Zcl.
3.PcZcQ. 4. NcQcR.
5.NcL 6. NcPcR.

7.PcNcZcQcR.
9. <R, ahol R az alaphalmaz.
10. RcQcZ, ha az alaphalmaz R.
22.Igaz-e, hogy a € 4 esetén {a} = A?
23. Bizonyitsuk be, hogy A< B és BS A esetén A= B.
*24. Hatarozzuk meg az 4 halmazt, ha A< 4.

8. Z<=Q, ahol R az alaphalmaz.
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25. Bizonyitsuk be, hogy a részhalmazképzés tranzitiv miivelet,
azaz Ac B és B<C esetén AcC.
26. Milyen feltétel mellett igaz, hogy A < B esetén |A| < |B|?
27. Bizonyitsuk be, hogy » elemii halmaz 6sszes részhalmazanak
szama 2".
*28. Igazoljuk, hogy A< B esetén B 4.

2. Muveletek halmazokkal

29. Legyenek az A halmaz elemei 16 pozitiv osztoi, a B halmaz
elemei 24 pozitiv oszt6i, a C halmaz elemei 12 pozitiv oszt6i. Hata-

rozzuk meg az AUB, BUC, CuA halmazokat. Lesz-e a kapott

halmazok ko6zo6tt két egyenlé halmaz?

30. frjunk fel olyan negyedfokii egyenletet, melynek gyokei az
A és B halmaz unidjanak elemei, ahol 4 = {az x> = x egyenlet valds
gyokei}, B pedig az x*>+2x*—x—2 = 0 egyenlet valos gyokeinek
halmaza.

31. Az A halmaz legyen a (0; 0), (1; 0), (1; 1), (0; 1) koordinatapa-
rokkal adott négyszoglap pontjainak halmaza; a B ponthalmaz
legyen a (0; 0), (1; 1), (0; 2) koordinataju csucsok altal meghatéro-
zott haromszoglap pontjainak halmaza; a C halmaz pedig legyen a
(0; — 1), (1;0), (0; 1) csucspontokkal adott haromszoglap pontjai-
nak halmaza. Milyen alakzatokat hataroznak meg az AUB, BUC,
CuAd és (AuB)uUC halmazok?

32. Jel6lje A és B az S sik két kiilonbozo félsikjat. Milyen esetben
lehet AUB = $?

*33, Jelolje A, B és C az S sik harom paronként kiillonbo6z6 félsik-
jat. Adjunk példat olyan esetre, amikor AUBUC # S.
Lehet-e az AUBUC halmaz az S sik korlatos tartomanya?
34. Bizonyitsuk be, hogy 4 < B esetén AUB = B.
35. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B véges halmaz, akkor

|A|+|B| = |AUB].
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36. Ha A és B véges halmaz, akkor |4|+|B| =
hany kozos eleme van az 4 és B halmaznak?

*37. Legyen A és B az S sik két olyan korlatos tartomanyanak
pontjaibol allé6 nem tres halmaz, melyekre AUB = B. Igazak-e a
kovetkezo allitasok:

.AUB=S 2 AudA=S. 3.BuA=S 4.4AuB=S.

5.A0Bud =S. 6.AUBUB=S.
Ahol az S sik pontjainak halmaza az alaphalmaz.

38. Bizonyitsuk be, hogy ha az A és B halmaz véges halmaz,
akkor |[AUB| = |A| esetén A2 B.

39. Mondjunk példat olyan A és B halmazra, hogy |AUB| = |A|
esetén ne teljesiiljon az A 2 B Osszefiiggés.

40. Legyen A a 2-vel oszthatd kétjegyli szdmok halmaza, B a
3-mal oszthatd 100-nal kisebb pozitiv szamok halmaza, C pedig a
30-cal oszthat6 egész szamok halmaza. Hatdrozzuk meg az A4 és B,
B és C, C és A halmaz ko6z0s részét.

41. Adjunk példat olyan A, B és C halmazra hogy teljesuljenek
a kovetkezd feltételek: |[ANBNC| =1, |A] = |B| = |C| =2 és
A# B, valamint B#C.

42. Bizonyitsuk be, hogy AnB = B esetén B< A.

43. Jeloljiik (x; y)-nal a koordinatasik tetsz6leges pontjanak ko-
ordinatait. Legyen A, B és C rendre az olyan (x; y) koordinatakkal
rendelkezé pontok halmaza, melyekre [x+y| <1, [x—y| =1,

|AUB| esetén

1
illetve |y| < o A sik milyen tartomanyait hatarozzak meg az AnB
és (AnB)nC halmazok?
1
44. Legyen D = {(x; y»eSxeR, yeR és |x| = 5} A 43. fel-

adat feltételeit hasznalva hatarozzuk meg az (4nB)n(CND) hal-
mazt.

45. Bizonyitsuk be, hogy AUB = ANnB esetén A=B.

46. Igazoljuk, hogy ha A és B véges halmazok, akkor
|| +|B|
oy
47. Legyen A és B a sik két tetszéleges téglalaptartomanya pont-

|[ANB| =
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jainak halmaza. Legfeljebb hany részre osztja a sikot az 4 és B, hal-
maz”?

48. Tekintsiik a koordinatasik tengelyeivel parhuzamos oldalu
téglalapokat. Legfeljebb hany részre osztja a sikot n téglalap, ha
n=1,2,3 47

49. Az €l6z6 feladat n=3 esetében hatirozzuk meg az AnBNC,
AnBAC, AnBNC, AnBNC, AnBNC, AnBnC, AnB~C,
AnBnC halmazokat, ahol 4, B, C olyan téglalaptartomanyok pont-
jaibol all6 halmazok, melyek a sikot a lehetd legtobb részre bontjak.

*50. Bizonyitsuk be, hogy » olyan téglalap, melynek megfeleld
oldalai paronként parhuzamosak, a sikot legfeljebb 2n%—2n+2
tartomanyra osztja.

51. Tekintsiink két olyan korlapot, melyek a sikot négy részre
osztjak. A két korlap pontjaibol allo halmaz legyen az 4 és B hal-
maz. Bizonyitsuk be, hogy a négy tartomany pontjai a kovetkezd
ponthalmazok: AnB, AnB, AnB, AnB.

*52. Adjunk meg négy olyan 4, B, C, D ponthalmazt a sikon,
hogy az egyes halmazok hatarvonala zart gorbe legyen és a halma-
zok a sikot 16 részre osszak ugy, hogy a 16 tartomany mindegyike
XnYNnZnV alakban legyen felirhatd, ahol X, Y, Z és V rendre
A vagy A, B vagy B, C vagy C, D vagy D halmazzal egyenlé. (Az
ilyen tipusu diagramokat nevezik Venn-diagramoknak.)

*53. Legyen a természetes szamok halmaza (N) az alaphalmaz és
legyen A, B, illetve C a 2-vel, 3-mal, illetve 6-tal oszthatd szamok
halmaza. Adjuk meg az 4, B, C halmazok altal meghatarozott
atomokat, ha atomnak nevezziik az olyan Xn YnZ alakban felirha-
t6 halmazokat, ahol X, Y és Z helyébe rendre A4 vagy 4, B vagy B,
C vagy C keriilhet és egyik halmaz sem iires.

54. Két kiilonb6z6 sugari koncentrikus korlap pontjainak hal-
mazat jel6ljitk A-val, illetve B-vel. Hatarozzuk meg az A\ B és B\ 4
halmazokat, ha az 4 halmaz ,;sugara” a nagyobb.

55. Jeloljiikk rendre A-, B-, C-, D-, E-vel a 2-vel, 3-mal, 4-gyel,
5-tel, illetve 6-tal oszthatd pozitiv egész szamok halmazat. Hataroz-
zuk meg a kovetkez6 halmazokat:

LLANB, 2.B\A4; 3.ANC; 4.C\4; 5 (CNA)\B; 6.D\C;
7. D\A4; 8. (D\C)\B; 9. (E\D)\4; 10. (E\D)\(C\.B).
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56. Legyen az S koordinatasik pontjaibol allo halmaz az alaphal-
maz. Jeldlje A, B és C rendre a (0;0), (1;0), (0; 1) kozéppontu
egységnyi sugaru zart korlapok pontjainak halmazat. Szemléltessiik
a kovetkezo halmazokat:

I.ANB; 2. ANC; 3.(BNC)\4;
4 (ACPNBy 5. AN(CxB)y 6. ANB,
7. (ANB)YU(BNO)U(C\A); 8.(AB)N(BN\O)N(C\A).

57. Bizonyitsuk be, hogy ha A™\B = @, akkor A< B.

58. Milyen feltétel teljesiilése esetén lesz az A, B €s C halmazra
igaz, hogy (ANB)U(BNC)u(CnA) = &?

59. Legyen A= B = {0; 1; 2}. Hatarozzuk meg az 4 x B halmazt.

60. Hany elembdl all az (4 x 4) x A halmaz, ha 4 = {0; 1; 2; 3}?

61. Legyen 4 = {xeR||x| < 1}, B= {yeR||y| < 1}. Milyen
ponthalmazt hataroznak meg azon (x; y) koordinataparok, amelyek
elemei az 4 X B halmaznak?

62. Hany koz06s eleme van az A X B és BX A halmaznak, ha
A ={0;1;2;3}, B={0;1;2;4}?

63. Hatarozzuk meg az (4 X B)n(B x A) és (4 X B)\(B x A) hal-
mazt, ha 4=B.

64. Bizonyitsuk be, hogy 4 X B = BX A esetén A= B.

65. Igazoljuk, hogy = A= B esetén A X B Bx B.

66. Legyen A = {1;2; 3}, B = {2; 3; 4}. Hatarozzuk meg a ko-
vetkez6 halmazok elemszamat:

1. (A\B) X (B\A); 2. (AUB) X (ANB);
3. (A\B) X (AN B); 4. (B\A) X (BUA).

*67.A ¢és B olyan halmazok, melyekre teljesiil, hogy
|A % B| = 100. Hatarozzuk meg |AuUB| és |ANB| minimumat,
illetve maximumat.

*68. Legyen x€e AcN, ye BcN, ahol N a természetes szamok
halmazat jeloli. Ha az x és y szamokra teljesiil, hogy y*—x? = 80,
akkor x € A és y € B. Hatarozzuk meg az A és B halmazt, ha az
Osszetartozo értékparokra x <y teljesiil.

69. Az A és B halmazokrol tudjuk, hogy
AUB = {1;2;3;4;5;6}, ANB = {2;4;6}, AnB = {1;3}. Hata-
rozzuk meg az A és B halmazt.

70. Bizonyitsuk be, hogy az AU B, An B, B\ A4 halmazok ismere-

tében egyértelmiien meghatarozhato az A és B halmaz.
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71. Az A, B és C halmazokrdl tudjuk, hogy A\B = {4;6; 8},
BN\C = {2;59;10}, C\4 = {3;7; 11}, AnBnC = {1},
AUB = {1;2;3;4; 5, 6;8;9; 10; 11},
Cud =1{1;2;3;4,6,7;8;9; 11}.
Hatarozzuk meg az A, B, C halmazokat, ha |C| = 5.

72. Adjunk meg harom olyan kételemd halmazt, melyeknek pa-
ronként vett metszete nem iires halmaz, de mindhdrom halmaznak
nincs k6z0s eleme.

73. Adjunk meg 6t olyan halmazt, amelyekre teljesiil, hogy bar-
mely négy halmaz metszete nem iires halmaz, de az 6t halmaznak
nincs k6zos eleme.

74. Bizonyitsuk be, hogy ha A4 és B két tetszéleges halmaz, akkor
(AUB)\(4\B) = B.

75.Az A, B, C ponthalmazok az § sikot nyolc tartomanyra
bontjak szét. {rjuk fel a nyolc tartomanyt az unidképzés és kilonb-
ségképzés segitségével.

76. Trjunk fel hat olyan halmazt, amelyek koziil barmely kettd-
nek van kozos eleme, de semelyik haromnak nincs.

*77. Bizonyitsuk be, hogy A4, B, C tetszbéleges halmazok esetén az

(ANBNC)u(ANBNC)U(ANBNCYU(ANBNC) =
= (ANB)U(BNC)u(CNA).

78. Legyen f(x) = x(x—1) (x+2)és g(x) = x(x+1) (x+2), ahol
xeR.
a) Irjuk fel f és g zérushelyeinek halmazat.

b) Hatarozzuk meg az x ~ fg, illetve az x A fliggvény zérushe-
g

lyeinek halmazat.
c¢) Lassuk be, hogy f és g zérushelyei halmazanak unidja az fg
fliggvény zérushelyeinek halmaza, illetve azt, hogy az elsé két hal-

maz kiilonbsége az Z fiiggvény zérushelyeinek halmaza.
g

Jeloljik az f és g polinomfiiggvények zérushelyeinek halmazat
F-fel, illetve G-vel. Bizonyitsuk be, hogy igazak a kdvetkezd allita-
sok:
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d) Az fg figgvény zérushelyeinek halmaza az FUG halmaz.
e) { zérushelyeinek halmaza az F\G halmaz.
)

f) Az fA(x)+g%*(x) = 0 egyenlet gyokeinek halmaza az FNG hal-
maz.
g) Az f(x)£g(x) = 0 egyenlet gydkei halmazanak részhalmaza az
FNG halmaz, ha az alaphalmaz mindegyik esetben a valos szamok
halmaza.

79. Az a, b, ¢ polinomfiiggvények zérushelyeinek halmaza legyen
rendre az 4 = {0; 1; 2}, B = {1;2; 3}, C = {0; 2; 4} halmaz.
Hatarozzuk meg a kovetkezé egyenletek gyokeinek halmazat;

a(x) b(x)
ox)

d) a*(x)+b%(x)+c*(x) = 0.

a) a(x) b(x) c(x) = 0; b) 0;

a(x)
¢) o= 0,
b(x) c(x)
Az f, g, h polinomfiiggvények valos zérushelyeinek halmazat rendre

F-, G-, H-val jeloljiik. Adjuk meg a kovetkezé egyenletek valos
gyokeinek halmazat:

¢) FR)GIE) = 0; pl (z)g(’“) gy
&)
0 L2 h) P00 +g200+ k() = 0.

geOh(x)
80. Legyen az a(x)=0 és b(x) =0 egyenlet valos gyokeinek hal-

x
maza A é$ B. Igaz-e, hogy az a(x)b(x) = 0, illetve % = 0 egyenlet
X

valds gyokeinek halmaza AU B, illetve A\ B?

*81. Az a(x) =0, b(x)=0, c(x) =0 egyenletek valos gyokeinek hal-
mazat rendre A, B, C-vel jeloljik. Mondjunk példat olyan a(x)=0,
b(x)=0, c(x) =0 egyenletekre, amelyek valds gyokeire teljesiil, hogy
az a(x)b(x)c(x) = 0 egyenlet valos gyokeinek halmaza nem egyezik
meg az AU BUC halmazzal. Igaz-e, hogy az a?(x)+ b%(x) + c*(x) = 0
egyenlet gyokeinek halmaza AnBNC?

*82. Bizonyitsuk be, hogy az a(x) =0 és b(x)= 0 egyenletbdl kép-
zett a(x)b(x) = 0 egyenlet valos gyokeinek halmaza lehet az tires
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halmaz is, fiiggetleniil attdl, hogy hany gydke van az eredeti egyenle-
teknek. 3

83.a) Tekintsik az x -
s

figgvényt (x#1) és az

x—2
X — figgvényt (x#0 és x# —2). Hatdrozzuk meg az
X b2
S wl B T N i T
X - A fliggvény értelmezési tartomanyat tigy, hogy az
x—1 x*+2x

a lehetd legbovebb halmaz legyen.
b) Legyenaz x ~ f(x)ésx ~ g(x) fliggvény értelmezési tartomanya
az A, illetve B halmaz. Igazoljuk, hogy az x ~ f(x)g(x) fiiggvény
értelmezési tartomanya az 4N B halmaz.

84. Tekintsiik a lehet6 legb6vebb halmazon értelmezett x - f(x)

) oAl x2-4 x2+x

€s x ~ g(x) fiiggvényeket, ahol f(x) = 5 , illetve g(x) = :
X% —% x+2

a) Hatarozzuk meg az f(x) és g(x) fiiggvény értelmezési tartoma-

nyat.
b) Adjuk meg az f(x) = 0 és g(x) = 0 egyenlet zérushelyeinek hal-
mazat.
¢) Mi lesz az f(x)g(x) = 0 egyenlet zérushelyeinek halmaza?
d) Azx v f(x)és x m g(x) fiiggvény értelmezési tartomanya legyen
az A, illetve B halmaz. Legyen tovabba az f(x)=0 és g(x) =0 egyen-
letek valos gyokeinek halmaza F, illetve G. Mutassuk meg, hogy az
J(x)g(x) = 0 egyenlet valos gyokeinek halmaza (ANG)U(BNF).

85. Tekintsiik a szamegyenes kovetkezd zart intervallumaibdl
allo ponthalmazokat: I, =[0; 2], I, =[1; 3], I, =[2; 4], I, =[0; 3]. Ha-
tarozzuk meg az I, nI,nIy; I,n1,n1,; I,nI;n1,; I,nI;n1, halma-
zokat.

86. Mi a 85. feladatban szerepl6 négy halmaz k6zos része, illetve
unidja? ¢

87. Hatarozzuk meg az I, = [— ;,;] intervallumsorozat egy
ko6z6s pontjat. 1

88. Bizonyitsuk be, hogy a [0; -};:I = [, intervallumsorozat tagja-

inak egy k6z0s pontja van.
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89. Bizonyitsuk be, hogy ha a szimegyenes négy intervallumabél
allo négy ponthalmaz koziil barmely kettének van kozos pontja,
akkor a négy halmaz metszete nem lehet iires.

90. Igazoljuk, hogy a szamegyenes tetszSleges szamu zart inter-
valluméanak pontjaibdl 4ll6 halmazokra teljesiil a kovetkezd allitas:

Ha a halmazok koziil barmelyik kettének van kozos eleme, akkor
mindegyik halmaznak van.

91. Mondjunk példat olyan esetre, hogy a 90. feladat allitasa ne
legyen igaz akkor, ha zart intervallumok helyett nyilt intervallumo-
kat vesziink.

3. Halmaz elemeinek szama

92. Legyen az A halmaz a 100-nal kisebb pozitiv egész szimok
halmaza, a B halmaz pedig a 200-nal kisebb pozitiv egész szamok
halmaza. Hatarozzuk meg |A\B|, |B\A4|, |AUB|, | AnB| értékét.

93. Jeloljiik 4-val 72 pozitiv osztdinak, B-vel 120 pozitiv osztoi-
nak halmazat. Adjuk meg |4A\B|; |B\A|; | AnB| értékét.

94. Legyen A, illetve B a koordinatasik azon egész koordinataju
pontjainak halmaza, melyekre 4 = {P(x; y)|0<x<4, 0< y<6}, il-
letve B = {P(x; y)| —2<x<3, 1Sy< 5}. Hatarozzuk meg a kovet-
kez6 szamokat:
1.|4;  2.|Bl; 3.|AN\B|; 4.|B\A|; 5.|AnB|; 6.|AUB|.

95. Jeloljon A4 és B két olyan halmazt, melyekre |4|=2, |B|=4.
Hatarozzuk meg a kovetkez6 mennyiségek minimumat, illetve maxi-
mumat:

1. |ANB|; 2.|B\A|; 3.|AnB|; 4.|AUB|.

96.Az A és B halmazrol tudjuk, hogy |A4|=35, |B|=8,
|AB| = 3. Hatarozzuk meg |ANB| és |AuB| értékét.

97. Bizonyitsuk be, hogy ha A4 és B két tetszbleges véges halmaz,
akkor |4|—|A\B| = |ANB.

98. Legyen 4 = {a 100-nal kisebb négyzetszamok}, B = {a 9-cel
oszthat6 legfeljebb kétjegyii pozitiv egészek}. Hatdrozzuk meg az
|Al; |Bl; |ANB|; |B\A|; |AnB|; | AUB| értékeket.
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2
99. Egy osztaly tanuldinak 3 része kozepesnél nem rosszabb ta-

3
nulo, 3 része kozepesnél nem jobb tanuld. Hany kézepes tanuld van

az osztalyban, ha az osztaly létszama 30?

100. A 99. feladatban szerepld osztalynak mi a tanulmanyi atla-
ga, ha a kdzepesnél jobb tanulok tanulmanyi eredményének atlaga
4, a kozepesnél gyengébbeké pedig 2,5?

101. Legyenek A, B és C tetszOleges véges halmazok. Bizonyitsuk
be, hogy:
1.|AUB| = |A|+|B|—|AnBj;
2.|BUC| = |B\C|+|C\B|+|BnC|;

3. |AuBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|— |BNC|—|CnA|+
+|AnBNCJ;

4.|AUBUC| = |AN(BUC)|+ | B\(CuA)| +|C\(AUB)| +
+[(AnB)U(BNC)u(CNnA)|.

102. Az A, B, C, D halmazokroél a kovetkezoket tudjuk:
|A|=|B|=|C|=|D| = 8, barmely harom halmaznak egy ko6zos ele-
me van, barmely két halmaznak harom ko6zos eleme van és
|AnBNCnD| = 0. Hatarozzuk meg az |[AuBUCUD]| értéket. Ad-
junk példat a fenti tulajdonsagu halmazokra.

103. Bizonyitsuk be, hogy ha az 4, B, C, D véges halmazokra
teljesiilnek az elozo feladat feltételei az |A|=|B|=|C|=|D| = 8
feltételtol eltekintve, akkor mindegyik halmaznak legalabb 6 darab
eleme van.

104. Legyenek A, B, C tetszoleges véges halmazok. Bizonyitsuk

1
be, hogy |AnBNC| < §(|A|+ |B|+|C)).

105. Igazoljuk a 104. feladat altalanositasat, azazha 4, 4,, ..., 4,
tetszOleges véges halmazok, akkor mutassuk meg, hogy

1
A3 A0 A S (1A + | Azl Agl+ .+ 4.

Mikor all fenn egyenléség?
*106. Az A4, B, C véges halmazok koziil semelyik nem tartalmazza
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a masik két halmaz barmelyikét. A harom halmazra teljesiil, hogy
1
|ANBNC|+1 = 5([Ai+|B[+|C|).

|. Hany elemii az (4™ \B)U(B\.C)u(C\4) halmaz?
2. Bizonyitsuk be, hogy |A4|=|B|=|C|.
3. |[AuBUC| = 10 esetén mekkora az |AnBNC| értéke?

107. Legyen 4 a 100-nal nem nagyobb pozitiv egész szamok
halmaza, B pedig a 200-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamok
halmaza. Hany eleme van az (4 X B)\(BX A) és a (Bx A)\(4 X B)
halmaznak?

108. Mutassuk meg, hogy ha A4 és B véges, nem iires halmazok,
akkor

|(4 % BY\(BX A)| = |(Bx A)\(4 x B)|.

109. Ha az A és B halmaz elemszama 3, illetve 4, akkor legfeljebb
hany eleme lehet az (4 X B)n(B X A) halmaznak?

110. Bizonyitsuk be, hogy ha a véges A4 és B halmaznak két k6zos
eleme van, akkor [(4 X B)n(BXx A)| = 4.

111. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges A, B véges és nem iires
halmazokra igaz az |(4 X B)n(Bx A)| = |AnB|* dsszefuggés.

112. Adjunk meg négy olyan halmazt, amelyek koziill barmely
kettdnek egy kozos eleme van, barmely harom halmaz metszete iires,
tovabba a halmazok elemszama megegyezik.

*113. Bizonyitsuk be, hogy ha az A, B, C, D, E halmazokra
teljesiil, hogy barmely kettonek egy kozds eleme van, de barmely
haromnak mar nincs k6z0s eleme, akkor barmelyik halmaz elemsza-
ma nem lehet 4-nél kisebb.

114. Legalabb hany eleme van hat olyan véges halmaz unidjanak,
amelyek koziil barmely kettonek egy k6z0s eleme van és barmely
haromnak nincs k6z6s eleme.

115. Legyenek az Ay, A,, ..., A, véges halmazok olyanok, ame-
lyekre teljesiil, hogy barmely kettonek egy kozos eleme van, de
barmely harom halmaz metszete iires. Bizonyitsuk be, hogy

k(k—1)

|AuA,0.. . UA4,| 2 S
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116. Az A4, B és C halmazok elemszama 3. Legalabb hany eleme
van az AuBuUC halmaznak, ha |AnBnC| = 1?
*117. Az A, B és C halmazokra teljesiil, hogy

|A|=|B|=|C| = 2k+1¢és |AnBNC| = 1.

Hatarozzuk meg | 4uBUC| minimalis és maximalis értékét.
118. Hairom véges halmaz ko6zos része 4 elemet tartalmaz.
Lehet-e mindegyik halmaz elemszama 8?
*119. Bizonyitsuk be, hogy ha az A, B és C halmazok végesek és
|A|=|B|=|C| = k+n, tovabba |AnBNC| = k, akkor |[AUBUC| =
3n+2

= =

2 _

120. Ot halmaz koziil barmelyik kettdnek van kozos eleme, de az
0t halmaz metszete ilires. Adjunk meg a feltételeknek megfeleld
négyelemii halmazokat.

121. Mutassuk meg, hogy 6t darab, paronkeént kiillonbo6z6, négy-
elemi halmaz uni6janak legalabb 5 eleme van, ha a halmazok koziil
barmely kettonek van kozos eleme, de az 6t halmaz metszete iires.

*122. Bizonyitsuk be, hogy n darab, paronként kiilonb6z6, n— 1
elemii halmaz unidjanak elemszama legalabb », ha n>3 és a halma-
zok koziil barmely kettének van k6z06s eleme, de az n darab halmaz
metszete az lires halmaz.

*123.n szamu n— 1 eleml halmaz ko6ziil barmelyik n—1 darab
halmaznak van kozos eleme, de az » halmaz kozos része az ures
halmaz. Bizonyitsuk be, hogy ha a halmazok kiilénb6zok, akkor a
halmazok uni¢janak pontosan n darab eleme van.

*124. Adjunk meg az el6z6 feladat feltételeinek megfelel n darab
halmazt.

125. Az A, B és C halmazokrodl tudjuk, hogy |4|=7, |B|=8,
|C|=9, tovabba |AnBNC| = 3. Hatarozzuk meg | AUBUC| lehet-
séges értékeit. Adjunk olyan példat, amikor |4UBUC| = 15.
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4. Miveletek tulajdonsagai, azonossagok _

126. Igaz-e, hogy AUB<=C, AnB=C, ANB<C, ha az A4 és
B halmaz a C halmaz két tetszéleges részhalmaza?

127. Bizonyitsuk be, hogy (4™ \B)Nn(B4) = @, ahol A4 és B két
tetszoleges halmaz.

128. Mutassuk meg, hogy az A4 és B tetszOleges halmazokra igaz
az (ANB)u(AnB)uU(B\A) = AUB egyenloség.

129. Milyen esetekben igazak a kovetkezd egyenlOségek:
l.AUB = AnB; 2. ANB= B~A4; 3.4A= AUB; ‘
4. B= AnB; 5. AnB= ANB;, 6. AxB= AxC.

130. Mondjunk példat olyan 4, B és C halmazokra, melyekre

An(BUC) # (AnB)UC.

131. Bizonyitsuk be, hogy az 4A™\B.C miiveletsor nem zaroje-
lezhet6 tetszolegesen, azaz nem minden esetben teljesiil, hogy

AN(BNC) = (A\B)\C.

132. Bizonyitsuk be, hogy az AN(A\B) = AnB egyenldség
azonossag.
133. Igazoljuk, hogy az (4UB)\(A\B) halmaz a B halmazzal
egyezik meg.
134. Adjunk meg olyan A, B és C nem iires halmazokat, melyekre
AN(BN\C) = (ANB)\C.

135. Legyen N a négyzetek halmaza, T a téglalapok, P pedig a
paralelogrammak halmaza. Igaz-e, hogy
P (TUN) = P N, illetve P\T = P"(TUN)?
136. Milyen feltételek teljesiilése esetén igaz az 4, B, C halmazra,
hogy AN(BUC) = AN\B?

137. Legyen az alaphalmaz a valds szamok halmaza (R), és A4,
valamint B két olyan tetszéleges szamhalmaz, melyek k6zos része
nem iires. Fejezziik ki az AN B halmazt a kiildnbség- és komplemen-
terképzes segitsegével.
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*138. Mutassuk meg, hogy az A\B, B\4, Au B halmazok meg-
adhatok az R alaphalmazzal és az 4, illetve B halmazokkal vegzett
metszet- és komplementerképzés segitségével.

139. Az S sikot két egymast metsz6 korlap négy tartomanyra
osztja. A koérlapok pontjainak halmazat jeloljiik 4-val, illetve B-vel.
Adjuk meg A4, B és S segitségével a négy tartomanyt a komplemen-
ter- és unioképzést hasznalva.

140. Bizonyitsuk be halmazelméleti megfontolasokkal az

AOB = AnB és AnB = AuB
ugynevezett de Morgan-féle azonossagokat.
141. Bizonyitsuk be az unio- és metszetképzés egymasra vonat-

koz6 disztributiv tulajdonsagat, azaz mutassuk meg, hogy tetszole-
ges A, B, C halmazok esetén

AU(BNC) = (AUB)N(AUC) és An(BUC) = (AnB)U(ANC).

142. Bizonyitsuk be, hogy An(BUC) = @eseténaz AnBeés ANC
halmazok mindegyike az iires halmaz.
143. Gydz6djiink meg grafikus tton az

AN(BUC) = (ANB)A(ANC) és az AN(BNC) = (ANB)U(AN0)

azonossagok helyességérol.
*144. Mivel egyenlSk az A és B halmazra vonatkozd alabbi kifeje-

zések:
Todsedit s Qoo Bulsgty - Aoy | 5. drd;
6.(ANB)"\B;, 1.AnB; 8.(AUB)n4d; 9.(B\A)u(4nB);
10. (AUB)N(BUA).

145. Igazoljuk a kovetkezd egyenldségek helyességeét:
1. (ANB)NC = (AnC)\(BNO);
2. (AnB)\C = (ANO)n(B\O). - et

146. Mutassuk meg, hogy az (4uB)n(AuB)N(AUB)N(AUB)
halmaz az iires halmazzal egyezik meg.

147. Bizonyitsuk be, hogy egy adott halmaz &sszes részhalmazan
értelmezett valamennyi halmazmiivelet korlatlanul és egyértelmiien
elvégezhetd, ha alaphalmaznak az adott halmazt tekintjik.
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5. Miveletek itéletekkel (allitasokkal)
¢s logikai értékekkel

148. Dontsiik el, hogy a kovetkezo kijelentések igazak-e;
I. A primszamok k6zott van paros szam.
2. Ha egy pozitiv egész szamnak két pozitiv osztdja van, akkor az
primszam.
3. Ha a és b primszam, akkor Osszegiik is az.
4. Van olyan a és b primszam, hogy a+ b is primszam.
5. Minden pozitiv egész szamnak van primosztdja.
6. Ha egy pozitiv egész szamnak van primosztoja, akkor az dssze-
tett szam.
7. Ha egy pozitiv egész szamnak csak egy primosztdja van, akkor
A $Zam primszam.
8. Minden primszamnak csak egy primosztdja van.
9. Nincs olyan Osszetett szam, melynek csak két pozitiv osztoja van.
10. Minden pozitiv egész szamnak legalabb két primosztdja van.
149. Hatarozzuk meg a kdvetkez6 nyitott mondatok igazsaghal-
mazanak hdrom-harom elemét, ha az alaphalmaz a természetes
szamok halmaza:
gldsx+:3 < 20; b) 5x+1 paros szam,;
¢) 5x+1 primszam; d) 5x+1 négyzetszam,;
¢) 5x+1 4-gyel osztva 1 maradékot ad;
f) Sx+1-nek négy pozitiv osztdja van;
g 5% > 1% h) x<2, vagy x>5;
i) x négyzetszam és x-nek harom osztdja van;
/) az x szam paros szam, vagy négyzetszam, és az x szam nem
oszthato 4-gyel.
150. Tekintsiik a kovetkezo itéleteket:
A: Az n szam hattal oszthato; B: az n szam paros szam.
C: Az n szdm 12-re végzddik; D: az n szam primszam.
E: Az n szam 4-gyel oszthaté;  F: az n szam nem oszthato 9-cel.
G: Az n szam szamjegyeinek Osszege oszthatd 3-mal.
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frjuk le az el6z6 itéletekbdl a kdvetkezd miiveletekkel megfogalma-
zott 1j itéleteket:

1A 2.7B = D;
3.(BAD) » F; 4.(BvA) > (ArG);
5.7D & F; 6. ("G A 1B) & 14;

7.(D v D) « (04 A F); 8.(EAB) - 1D.

151. Tegyiik fel, hogy a 150. feladatban szerepld 4, B, C, D, E,
F, G itéletek logikai értéke mind megegyezik.

Hatarozzuk megaz 1., ..., 8. itéletek logikai értékét mindkét esetben.

152. Figg-eazA A 14; A v 14; A - 14;14 - A; A— A; A A,
A < 114 itéletek logikai értéke az A itélet logikai értékeétdl1?

153. Legyen p, q és r logikai valtozo. Jeloljik i-vel, illetve h-val
azigaz, illetve hamis logikai értéket. Oldjuk meg p, g, r-re a kovetke-
z0 egyenleteket:
l.pagAr =i 2.pATg A= hR
3.(pvg Ar=i 4.(pAq) -1 = h;
S5.(pAq)—>r=h 6.(p A1) > (P A g = h
T.vage@ar)=1i 8.[(pA)v(p A h)] < (gar) = h.

154. A konjunkcio, diszjunkcio, implikacio és ekvivalencia mii-
veletek koziil:

a) melyik nem kommutativ; b) melyik nem asszociativ?

155. Irjunk a (p gq) p logikai valtozokat jel6ld betlik kozé két

olyan miiveleti jelet, hogy az eredmény értéktablazata a kovetkezd

legyen:

Plqa|@ap
il i
i|h i
h|i| h
h|h| h

156. Fejezziik ki két logikai valtozo konjunkcidjat a valtozokra
alkalmazott negacid és diszjunkcio segitségével.

157. Mutassuk meg, hogy a p—¢q = (pAg) egyenlOség azonos-
sag.
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158. Kovetkezik-e a pag = i formulabdl, hogy pvg = i?
159. Igaz-e, hogy (p — q) = h esetén (pAg) = h?
*160. Mi mondhaté p — ¢ = p <> g esetén a ¢ — p miivelet ered-
ményérol?
161. Igazoljuk értéktablazat segitségével az tigynevezett de Mor-
gan-féle azonossagokat:

(pag) = pvg, valamint

Apvg) = pATg.

*162. Legyen x tetszOleges természetes szam, P(x); Q(x); R(x);
T(x) pedig rendre a P, Q, R, T itéletekhez tartozo nyitott mondat:
21x, 3|x, 4|x, 6]/x. Hatarozzuk meg x=3, 4, 5, 6, 12, 24 esetén a
kovetkez6 miuveletek eredményét:

a) (P(x)AQ(x) = R(x); b) (Q(x) vI(x)) < (P(x)v R(x));

¢) (Q(X)AR(X)) = (P(X)AT(x)); d) (P(x)vR(x)v T(x)) > Q).
163. A kovetkezo logikai egyenletek ko6ziil melyek azonossagok:

a) pvqg="paqg, b)) pri=p; ¢) pvgvi=i

d) prig=pAq, e) pvg=p—q f) Pprg=peg.
164. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd egyenléségek azonossa-

gok:

a) PpAg =(p - q);

¢) pAg = (p — q).

*165. Jelolje A(x) és B(x) az A, illetve B itéletekhez tartozé nyitott
mondatokat, ahol x egy adott H alaphalmaz eleme. Legyen tovabba
(', es C, az A(x), illetve B(x) nyitott mondat igazsighalmaza
(Cy, C,cH). Abrazoljuk Venn-diagrammal a kovetkezd nyitott
mondatok igazsaghalmazat:

a) A(x)A B(x); b)A(x)v B(x);
¢) A(x)— B(x); d) A(x)—B(x).

*166. A 165. feladat jeloléseit hasznalva szemléltessiik Venn-diag-
rammal, hogy az implikacié nem kommutativ miivelet, azaz

A(x)— B(x) # B(x) > A(x)

b) prg)v(pAg) = pog;

\ lehetséges értékeire.
167. Szemle¢ltessiik az A(x) és B(x)nyitott mondatok segitségével
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képzett (A4(x) A B(x)) A (1A4(x) A7B(x)) nyitott mondat igazsaghal-
mazat, ha A(x) és B(x) igazsighalmaza a C,, illetve C, halmaz.

*168. Mutassuk meg Venn-diagram segitségével a megfelel6 nyi-
tott mondatok igazsaghalmazanak abrazoldsa utjan, hogy
(A(x)— B(x))— C(x) # A(x)>(B(x) > C(x)), ha x az alaphalmaz tet-
sz8leges eleme és az A4, B, C itéleteknek megfeleld nyitott mondatok
igazsaghalmaza D,, D,, Ds.

169. Igazoljuk dbrazolas nélkil, hogy az (A(x)A1A(x) —
— (A(x) A B(x)) nyitott mondat igazsaghalmaza az egész alaphal-
maz.

170. A(x), B(x), C(x), D(x) jelolje rendre a kovetkezd nyitott
mondatokat: 2|x, 3|x, 4/x, 6|x, ahol x az
Fly2:. 3904 Bt 6, 75 8089103 T2; 24}
alaphalmaz tetszéleges eleme lehet.
Hatarozzuk meg az A(X)AB(x)AC(x); B(x) A C(x)AD(x);
C(x) A D(x) A A(x), illetve az A(x) A B(x) A C(x) A D(x) nyitott monda-
tokhoz tartozd igazsaghalmazokat.

*171. A 170. feladatban szerepld A(x), B(x), C(x), D(x) nyitott
mondatokbol képzett ujabb nyitott mondatok legyenek a kovetke-
z0k:

a) (A(x)v (B(x)) A C(x); b) (A(x)v C(x)) A B(x);
¢) (B(x) A C(x)) & (A(x) AD(x)); d) (A(x)v C(x)) - (B(x)v D(x)).
Hatarozzuk meg az egyes esetekben a felirt nyitott mondatok igaz-
saghalmazanak elemszamat.

172. Legyen x a valds szamhalmaz (R) tetszéleges eleme. Jelolje
A(x), B(x) és C(x) rendre a kovetkez6 nyitott mondatokat: x<0;
—2=<x=4; x> 3. Hatarozzuk meg az

(A(x) A B(x)) v (B(x) A C(x))

nyitott mondat igazsaghalmazat.

32

6. Logikai fiiggvények

173. Jeloljiik 4-val a kovetkezd itéletet: Egy adott szam pozitiv.
Tekintsiik az A(x) : x>0, x € R nyitott mondatot és képezziik az

_ )1, ha A(x)igaz,
Al {0, ha A(x) hamis

fliggvényt.
Rajzoljuk meg az x+f(x) fiiggvény grafikonjat.

174. Az A(x), B(x), C(x), D(x) nyitott mondatok legyenek rendre
a kovetkezdk: |x|<1, 2x—6 > 0, sinx<0, x>+ x—6 < 0. Legyen
mindegyik esetben R az alaphalmaz.
Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket:

.« _ )1, ha A(x)igaz, S, ha - B(x) igaz,
a)1x) = {0, ha A(x) hamis; b = {0, ha B(x) hamis;

’ _ )1, ha C(x)igaz, _J1, ha D(x)igaz,
B 1) {O, ha C(x) hamis; 4] 1) 0, ha D(x)hamis.
175. Legyen A(x) es B(x) a kovetkezd két nyitott mondat:
0<x<4,illetve —1<x<2. Abrazoljuk a kovetkezo logikai fiiggve-
nyeket:
.~ _ )1, ha A(x)AB(x) igaz,
4) Jx) {o, kiilonben;

_ {1, ha A(x)vB() igaz,
b) g(x) {0, kiilonben;

_ _ )1, ha A(x)-B(x) igaz,
el {0, Kiilonben;

—

, ha A(x)B(x) igaz,
0, kiilonben,
(ahol az alaphalmaz minden esetben R).
176. Az x szam racionalis, legyen az A(x) nyitott mondat és
legyen B(x)="1A4(x). Abrazoljuk a kdvetkezé fiiggvényeket.
)1, ha A(x)AB(x)igaz,
&) iz} = {O, kiilonben;

d) l(x) = {
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_ )1, ha A(x)vB(x) igaz,
b) 9(x) {O, kiilénben ;

_ 1, ha AeBigaz,
e {0, kiilonben.

Igaz-e, hogy x € R esetén vannak a fiiggvények kozott egyenldk?
177. Az A(x), B(x), C(x), D(x) nyitott mondatok legyenek rendre
a kovetkezdk: 2|x; 3|x; 4|x; 6|x, ahol x e H és a H alaphalmaz
azon pozitiv egész szamokbol all, melyekre 1 <x<16. Tekintsiik az
< — )1, ha A(x)AB(x) igaz, _ )1, haB(x)AC(x) igaz,
) {0, kiilonben ; 459396,  Liloritin:

_J1, ha C(x)AD(x) igaz,
H(x) {0, kiilénben;

i), — I, ha (A(x)vD(x))A(C(x)vD(x)) igaz,
0, egyébként

fliggvényeket. Az egyes fiiggvények zérushelyeibdl 4116 halmazokat
jeloljiik rendre F, G, H, L-lel. Hatarozzuk meg a kovetkezd értéke-
ket:

1. |[FNnGnH|; 2. |GnHANL|; 3. |HnLNF|;

4. |LnFNGJ; 5. |FnGNnHANL|; 6. |[FUGUGUL].

*178. Tudjuk, hogy egy adott logikai fiiggvény értéke konstans.
Lehet-e az R alaphalmazon értelmezett adott fiiggvény értékeit meg-
hatarozo nyitott mondat a kovetkezd:

a) x*=0; b) az x szdm racionalis;
c) x*=2<0; d) x*+1=0;

e) x2—5x+6 =0; f) x2-3x+5=0;

g) az x sin x kifejezés értéke nem O0;

h) sinx < x; i) |sin x| < |x|;
ixtg

y x+2

/) x nullanal nagyobb vagy kisebb;

m) x egész szadm vagy nem az; n) x<3és x>5;
0) ha x=2, akkor x>=0;

p) x* akkor és csak akkor negativ, ha x2+2 < 0;

eR; k) x racionalis vagy irracionalis;
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r) ha |x—1| < 0, akkor |x+ 1| > 0;

s) x<3 és x>5, ugyanakkor |x| = 0;

t) x vagy 2-nél kisebb, vagy 3-nal nagyobb, vagy 5-nél kisebb;
u) ha x nem nagyobb 2-nél és primszam, akkor 2=x.

7. Kovetkeztetések

E fejezeten belill a kovetkezo szohasznalattal éliink: a feltételeket
premisszaknak, a kovetkezményt konklizidnak nevezziik.

179. Tekintsiik a kovetkez6 két kijelentést:
1. Ha esik az es0, erny6t viszek magammal.
2. Ma erny6t vittem magammal.
Logikai kovetkezménye-e 1. és 2.-nak a kovetkezo allitds: Ma esett
az eso.

180. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kovetkeztetés nem helyes:
premisszak: 1. Ha egy haromszog szabalyos, akkor van 60°-os szoge.

2. Az ABC haromszognek van 60°-os szoge,
konkluzié: Az ABC haromszdg szabalyos.

181. Ellendrizziik értéktablazattal, hogy helyes-e a kovetkeztetés:
premisszak: 1. Ha egy szam paratlan, akkor primszam.

2. Az n szAm nem primszam,
konklazié: Az n szam nem paratlan szam.

*182. Mutassuk meg altalanosan, hogy ha a p és g itéletekkel
képzett premisszak p — ¢, illetve 1g, akkor e premisszdk kovetkez-
ménye a “p konkluzio.

*183. Igazoljuk, hogy a p — ¢, illetve ¢ premisszakbol nem kovet-
kezik p.

184. Tudjuk, hogy ha Péter moziba megy, akkor masnap nem
megy iskolaba. Péter ma nem volt iskolaban (holott tanuld). Péter
azt hireszteli magarol, hogy 6 egyaltalan nem jar moziba. Hihet6-e
Péter allitasa?

185. Tetszoleges sokszogrdl tudjuk, hogy ha szabalyos, akkor
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van beirt kore. Az 4 sokszog szabalyos. Igaz-e, hogy A4 sziikségkép-
pen érint0sokszog?

*186. Bizonyitsuk be altaldnosan, hogy g logikai kovetkezménye
a p — g ¢és p premisszaknak.

*187. Tudjuk, hogy ha egy pozitiv egésznek nem két darab osztdja
van, akkor nem primszdm. Az a pozitiv egész primszam. Helyes-e
logikailag az a kovetkeztetés, hogy az a szamnak két osztdja van?

188. Igazoljuk, hogy helyes az alabbi kovetkeztetés:

Ha a b pozitiv egész szdm nem oszthatd kett6vel, akkor primszam.
A b szam nem primszam — ezt tudjuk.
Ezekbol kovetkezik, hogy 2|b.

189. Igazoljuk altalanosan is a 188. feladatban alkalmazott ko-
vetkeztetési séma helyességét, azaz mutassuk meg, hogy
(w29 g

p
kovetkezménye p.

190. Tudjuk, hogy Panni sz8ke vagy barna, tovabba azt is, hogy
Panni kékszemi. Ha valaki kékszemii, akkor a haja szine nem lehet
sem barna, sem fekete. Igaz-e, hogy Panni sz6ke haji?

*191. Jeloljiik a 190. feladatban szerepld nyelvi formakat a kovet-
kez6 modon;

a: valaki szoke, b: valaki barna, c¢: valaki fekete,

d: valaki kékszemli, e: Panni valaki.

[rjuk fel az el6z6 feladat kovetkeztetési sémajat az a, b, c, d, e betilk
¢és a megfelel logikai jelek segitségével.

*192. Dontsiik el, hogy helyes-e az alabbi kovetkeztetésforma:

[@AQV@ANIAQP = ) A(pAS)

. Szavakban: a (7p — q) és g premisszak logikai

pPAg
193. Az alabbi kovetkeztetésformak koziil melyek helyesek:
1.__—(pvq)A1p; .!Lq;. 3.L; 4‘p/\‘1q;
q pvyq pvyq P Vg
5 (qu)Ap; 6. (p—g) A a4 @ Agv(Ep A q);
q pvyq p—q

g (p - PrCp - 9) :

p

194. Bizonyitsuk be, hogy a KL iue ik kovetkeztetésforma meg-
o

)
Ap A g)

p—q

*195. Milyen konkluziora juthatunk a kovetkezd premisszakbél:
a) péspnag; b) pvgqgéspv g
c) pésp—q, d) prqésp v q?

196. Vizsgaljuk meg, hogy helyes-e az alabbi kovetkeztetés: Ha
az ABC haromszog egyenld szarl, akkor vannak egyenld szogei. Az
ABC haromszognek azonban nincsenek egyenld szogei.

Tehat ez a haromszog nem egyenld szarq.

197. Formalizaljuk a 196. feladat kovetkeztetését €s irjuk fel a
kovetkeztetésforma megforditasat. Helyes kovetkeztetéshez ju-
tunk-e igy?

*198. Antal, Béla és Csaba is az iskolabdl hazaérve otthon azt
mesélte, hogy ma 6tost kapott. Béla még azt is mondta, hogy Antal-
lal egyiitt kapta az 6tost. Az ,,iigyrdl” a kovetkezdket tudjuk bizto-
san: van olyan tanulo, aki igazat mondott, é€s ha Antal 6t6st kapott,
akkor Béla nem; ha Béla kapott 6tost, akkor Csaba nem kapott, és
ha Csaba kapott 6tost, akkor Antal nem kapott.

a) Hany tanulé kapott 6tost?
b) Melyik tanulé nem mondott, biztosan igazat?
¢) Hany tanulé mondott igazat egyaltalan?

fordithato, azaz helyes a kovetkeztetésforma is.
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II. SZAMELMELET
ES ARITMETIKA

1. Természetes szamok

1. {rjuk fel a harom darab
a) kettes; b) harmas; c) Otos
segitségével megalkothatd legnagyobb természetes szamot.

2. Hany jegyii szam a 10'°'"?

3. Legalabb hany szamjegybdl all a 21°9°? (Igyekezziink minél
jobb becslést adni!)

4. Hany szamjegy kell az 1-1986-ig terjedd természetes szamok
leirasahoz?

S. 1-t6] a természetes szamokat egymas utdn irjuk a kovetkezd-
képpen: 1234...91011... . Milyen szamjegy all az 1986-odik helyen?

6. Fel lehet-e bontani két egymas utan kovetkezd természetes

szam szorzatara a 12; 1122; 111222; 11...122...2; n e N szamokat?
ndb ndb

Ha igen, hogyan.

7. Soroljuk fel az 6sszes olyan szamjegyet, amelyre két egymas
utdn kovetkezO természetes szam szorzata végzédhet.

8. Bizonyitsuk be, hogy
a) 4n*+1; b) 3n*+2n’+n+1
egyetlen n természetes szam esetén sem lesz két egymast kovetd
természetes szam szorzata. '
at—1

4

két egymas utan kovetkezd természetes szam szorzataként eldallit-
hat6?

9. Igaz-e, hogy ha n>1 paratlan természetes szam, akkor

n*+2n3+3n%+2n

10. Igaz-e, hogy 2 minden n természetes szam

esetén két egymast kovetd természetes szam szorzata?




