II. SZAMELMELET
ES ARITMETIKA

1. Természetes szamok

1. {rjuk fel a harom darab
a) kettes; b) harmas; c) Otos
segitségével megalkothatd legnagyobb természetes szamot.

2. Hany jegyii szam a 10'°'"?

3. Legalabb hany szamjegybdl all a 21°9°? (Igyekezziink minél
jobb becslést adni!)

4. Hany szamjegy kell az 1-1986-ig terjedd természetes szamok
leirasahoz?

S. 1-t6] a természetes szamokat egymas utdn irjuk a kovetkezd-
képpen: 1234...91011... . Milyen szamjegy all az 1986-odik helyen?

6. Fel lehet-e bontani két egymas utan kovetkezd természetes

szam szorzatara a 12; 1122; 111222; 11...122...2; n e N szamokat?
ndb ndb

Ha igen, hogyan.

7. Soroljuk fel az 6sszes olyan szamjegyet, amelyre két egymas
utdn kovetkezO természetes szam szorzata végzédhet.

8. Bizonyitsuk be, hogy
a) 4n*+1; b) 3n*+2n’+n+1
egyetlen n természetes szam esetén sem lesz két egymast kovetd
természetes szam szorzata. '
at—1
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két egymas utan kovetkezd természetes szam szorzataként eldallit-
hat6?

9. Igaz-e, hogy ha n>1 paratlan természetes szam, akkor

n*+2n3+3n%+2n

10. Igaz-e, hogy 2 minden n természetes szam

esetén két egymast kovetd természetes szam szorzata?




11. Bizonyitsuk be, hogy ha a két egymast kdvetd természetes
szam szorzata, akkor 9a+ 2 is két egymast kovetd természetes szam
szorzata.

12. Hany 1000-nél kisebb pozitiv egész szam létezik, amelyik
oszthatd 93-mal?

13. Hany olyan legfeljebb 3-jegyli pozitiv egész szam van, ame-
lyik nem oszthaté sem 2-vel, sem 5-tel?

14. Hatarozzuk meg 7-nek azt a legmagasabb hatvanyat, amely-
lyel az 1-t6l 1000-ig terjed6 természetes szamok szorzata oszthatd.

15. Hany 0-ra végzodik az 1000!?

*16. Tetszoleges, 1000-nél kisebb p primszam az 1000!-ban hanya-
dik hatvanyon fordul el6?

17. Adott négy sorozat az altalanos tagjaval:

[ ] 1’ 2 > 2 5 2 b
n n n >

Ezek kozill melyik a 0;1;1;2;2;3;3;...;m; n; ... sorozat? (A []
egeészrészt jelol.)
18. Milyen valos x szamra teljesiil, hogy

X X
[2] + [3} = x? (A [] egészrészt jelol.)

19. Végezziik el a kovetkez szorzasokat és szamitsuk ki a szor-
zat szamjegyeinek Osszegét:

12+99; 132-99; 1637 - 99;

12 - 999; 132 - 999; 1637+999;
12 - 9999; 132 -9999; 1637 - 9999;
12 - 99999; 132 +'99999; 1637 - 99999.

Mit figyelhetiink meg? :

*20. Mutassuk meg: barmely a természetes szamhoz végtelen sok
olyan 0-t nem tartalmazo b természetes szam taldlhato, hogy b és ab
szamjegyeinek Osszege megegyezik. (a és b tizes szamrendszerbeli
szamok.)

21. Hatarozzuk meg azt a legkisebb 1-gyel kezd6d6 természetes
szamot, amely olyan tulajdonsagu, hogy ha az elejérél kitoroljiik az
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l-est és beirjuk a végére, akkor az igy kapott szim az eredetinek
haromszorosa lesz.

22. Felirjuk egy papirra az 1; 2; 3; ...; 1986 szimokat. Ezek koziil
két tetszoleges szamot letoroliink, és helyettiik a kiilonbségiiket irjuk
fel. Ezt a miveletet addig ismételjiik, amig csak egyetlen 0-t61 kiilon-
b6z6 szam marad. Igaz-e, hogy ez a szam paratlan?

23. Hatarozzuk meg, milyen szamjegyek allnak a pontok helyén
a kovetkez6 szorzasban:

a) e b nalsnib.uy
A5 510

..... 8 i /28

24. Keressiik meg az Osszes olyan n természetes szimot, amely-
nek tizes szamrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek szorzata
n*—10n—22.

25. Talalomra megadunk 1988 egész szamot, amelyek Osszegé-
nek abszolutértéke 1. Kivalaszthatunk-e koziilik néhany szamot
gy, hogy a kivalasztott szamok Osszege egyenld legyen a ki nem
valasztott szamok Osszegével?

26. Keressiik meg azt a tizes szamrendszerben felirt legnagyobb
haromjegyli paros szamot, amelyik nem valtozik meg, ha felcseréljiik
az egyesek €s szazasok helyén allo szamjegyeit.

27. Hany olyan haromjegyii természetes szim van, amelyik nem
valtozik, ha az egyesek és szazasok helyén allo szimjegyeket felcse-
réljik? Van-e kozottik négyzetszam?

28. Egy 16 % 16-0s ,,sakktabla” lefedhet6-e 2 x 1-es domindval
gy, hogy a bal alsé és a jobb felsé sarok fedetlen maradjon?

29. Hany gyermeke van, és milyen idések? Ezt kérdezte Péter
bacsitol vendége, egy okos matematikus. Harom fiam van — mondta
Péter bacsi —, életkoruk szorzata 72, Gsszege pedig a hazszam. A ven-
dég, aki ismerte a hazszamot, kis gondolkodas utan azt mondta,
hogy ebbdl még nem tudhatja a valaszt. Igen, mondta Péter bacsi,
remélem, hogy legiddsebb fiam majd megnyeri a Kiirschak versenyt.
Ekkor a matematikus megmondta a gyermekek életkorat. Hogyan
talalta ki?
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30. Két ember sziiletési évét meg tudjuk-e hatarozni a kovetkezd
adatokbol: tudjuk, hogy mindketten ebben a szazadban sziilettek,
mindkettd évszama ugyanazokbol a szamjegyekbol all, a két ember
kozott a korkiilonbség 9 év?

31. Egy korvonalon 44 fa helyezkedik el. Mindegyik fan il egy
majom. Adott jelre valamelyik két majom atugrik a szomszéd fara,
egyik az éramutato jarasaval azonos, a masik az 6ramutaté jarasa-
val ellentétes iranyba. Ilyen ugrasokkal elérhet6-e, hogy minden
majom ugyanazon a fan legyen?

32. Egy aut6 rendszama a kovetkez6 két kétjegyli szambol all:
90-91. Ha az elso kétjegyii szamhoz a masodik szamjegyeinek Ossze-
gét hozzaadjuk, 100-at kapunk, ha a masodik kétjegyli szamhoz az
els6 szamjegyeinek Osszegét adjuk, ugyancsak 100-at kapunk. Hany
ilyen kétjegyli szampar van? Hatarozzuk meg mindegyiket.

33. Egy természetes szam harmadik hatvanya olyan hatjegyii
természetes szam, melynek els6 szamjegye 2, utols6 5. Melyik ez a
szam?

34. Tudjuk, hogy a 121 teljes négyzet. Igaz-e, hogy 10 201,
1 002 001, 100 020 001 is teljes négyzet? Hogyan lehetne altalanosita-
ni a feladatot?

35. Bizonyitsuk be, hogy ha az 1331 szam szamjegyei k6zé min-
deniitt ugyanannyi nullat irunk, akkor teljes kobszamot kapunk.

36. Lehet-e négyzetszam az az egész szam, amelynek tizes szam-
rendszerbeli alakjaban 510 db 1-es és valahany 0 szerepel?

37. frjuk fel azt a 7-jegyii négyzetszamot, amelynek szdmjegyei
az 1; 2; 3; 4; 5; 7; 8 szamok, valamilyen sorrendben.

38. Van-e olyan négyzetszam, amelynek szamjegyei a 0; 2; 3; 5
szamok, valamilyen sorrendben?

39. Tudjuk, hogy

9% =81
992 =9801;
9992 =998001;
99992 =99980001.

. = ; ; Am? i
Igaz-e, hogy 4 = 999...98000...01 szam négyzetszam? (ne N*)
ndb ndb
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40. Keressiink olyan abcde Gtjegyii természetes szamot, hogy ab;
bc; cd; de természetes szam négyzete legyen!

41. Hatarozzuk meg azt a tizes szamrendszerbeli xyxyxz alaku
négyzetszamot, amely paros, és amelyben x; y; z egymast kovetd
szamjegyek (x<y<z).

42. A tizes szamrendszerben abcabc alaku hatjegyli szamok ko-
zOtt van-e négyzetszam?

43. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely természetes szim négyzete
6-ra végzddik, akkor a tizesek helyén paratlan szam all.

44. Igaz-e, hogy a nem 6-ra végz8dd természetes szamok négyze-
tében a tizesek helyén paros szam 4all? Az allitasunkat bizonyitsuk!

45. Bizonyitsuk be, hogy a legalabb kétjegyil teljes négyzetek
legalabb két kiilonbdzé szamjegyet tartalmaznak.

*46. Egy egész szam négyzete négy egyenld szamjegyre végzodik.
Melyik lehet ez a szamjegy?

47. Adott egy poliéder, amelynek minden lapja haromszog.
A poliéder csucsait négy szin valamelyikére szinezziik. Bizonyitsuk
be, hogy azon oldallapok szima, amelyeknek cstcsai killonbdzé
sziniire vannak festve, paros.

48. Milyen szamjegyre végzédik az 1+2+3+...+nszdmne N,
ha az 13+23+3%+ ... +n3 szdm 1-re végzodik?

49. Hatarozzuk meg az N = 7+ 72+ 73+ 74+ ...+ 7*" szam
utolso két szamjegyét (n pozitiv egész szam).

50. Mutassuk meg, hogy minden szam 6tédik hatvanyaban az
utolso szdmjegy megegyezik az eredeti szam utolsd szamjegyével.

51. Bizonyitsuk be, hogy az a természetes szdm és az a*" "1 ne N
utolsé szamjegye megegyezik.

52. Mi lesz az utols6 két szamjegye a 21°9° szamnak?

53. Mutassuk meg, hogy 10 barmely pozitiv egész kitevdjli hatva-
nya eldallithato két négyzetszam Osszegeként.

54. Adottak a kovetkez6 szamok:

A= 1+21987+31987+“'+n1987;
B = 1987+1987*+1987°+...+1987", neN.
Az A+ B Gsszeg paros vagy paratlan szam?
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2. Oszthat6ésag az egész szamok
halmazaban

55. Dontsiik el, hogy a kovetkezd szimok koziil melyik melyik-

nek osztdja:
2:3; 4; 6, 9; 12; 18; 24; 32; 128; 256; 342; 4032; 5472.

56. Igaz-e, hogy minden paros szam kifejezheté a kovetkezd
formaban:
a) 2k+4; b) dm+2;
@B =2k e) n>+4;
ahol k, I, m, n egész szamok.

57. Igaz-e, hogy minden paratlan szam kifejezhet a kovetkezo
formaban:
a) 2k—1; b) 21+7;
gl 2k—19: e) 2n*+2n—1;
ahol k, [, m, n egész szamok.

58. Legyen a, b pozitiv egész szam, akkor a kovetkezd allitasok
koziil melyik igaz, melyik hamis?
Ha a+ b paros, akkor a és b paros.
 Ha a+ b paros, akkor a vagy b paros.
- Ha a+ b paros, akkor a vagy b paratlan.
- Ha a+ b paratlan, akkor a vagy b paros.
 Ha a - b paros, akkor a és b paros.
- Ha a - b paros, akkor a vagy b paros.

59. Legyen a és b pozitiv egész szam, akkor a kovetkezd allitasok

ko6ziil melyik igaz, melyik hamis?
A: Létezik olyan a szam, hogy barmely b szamra a> b.
B: Barmely b-hez 1étezik a igy, hogy a>b.
C: Barmely b-hez létezik a> 1, a#b szam ugy, hogy a osztdja b-nek.

c) 8m—1;
f) 6n+2,

¢) 4n+1;
f) 2P +3,

MmO Qwa

at2 : !
D: Létezik olyan a, hogy i természetes szam.
a

60. Mutassuk meg, hogy ha egy c egész szam osztoja az a és b
szamoknak, akkor osztdja az Osszegiiknek, killonbségiiknek is.
Igaz-¢ az allitas megforditasa?
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61. Mutassuk meg, hogy ha egy c¢ egész szam osztoja két egész
szam Osszegének €s az egyik szamnak, akkor osztoja kell legyen a
masik szamnak is.

62. Mutassuk meg, hogy ha egy c egész szam osztoja egy a egész
szamnak, akkor a minden tobbszorésének is osztoja. Igaz-e az allitas
megforditasa?

63. Bizonyitsuk be, hogy ha a paratlan egész szam, akkor a
osztoja 2b-bol, a osztdja b kovetkezik.

64. Bizonyitsuk be, hogy ha egy ¢ paratlan egész szam osztdja a
¢s b egész szamok Osszegének és killonbségének, akkor ¢ osztoja
a-nak is és b-nek is.

65. Mutassuk meg, hogy ha a és b egész szamok és 2a+9b
oszthato 17-tel, akkor 33a+ 895 is oszthato 17-tel.

66. Négy kiilonboz6 egész szam Gsszege oszthato 4-gyel. Lehet-e,
hogy koziilitk
a) egyik sem oszthatd 4-gyel;

b) egyik oszthato 4-gyel a masik harom nem;
¢) kettd oszthato 4-gyel, ketté nem;

d) harom oszthato 4-gyel, egy nem;

¢) mindegyik oszthat6 4-gyel?

67. Igaz-e, hogy ha két szam mindegyike 3-mal osztva 1-et ad
maradékul, akkor Osszegiik, valamint szorzatuk 3-mal osztva
ugyancsak 1-et ad maradékul?

68. Igaz-e, hogy ha két szam mindegyike 3-mal osztva 2-t ad
maradékul, akkor 6sszegiik, valamint szorzatuk is 2-t ad maradékul
3-mal osztva?

69. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b 3-mal nem oszthato egész
szamok, akkor az Osszegiik vagy a kiillonbségiik 3-nak tobbszorose.

70. Igaz-e, hogy barmely 3-mal nem oszthato szam négyzetébdl
I-et levonva 3-mal oszthaté szamot kapunk?

71. Bizonyitsuk be, hogy ha a 5-tel nem oszthato egész szam,
akkor a®+ 1 vagy a®>— 1 oszthatd 5-tel.

72. Bizonyitsuk be, hogy minden paratlan szam négyzete 8-cal
osztva 1-et ad maradékul.

73. Valamely természetes szam 7-tel osztva 3-at ad maradékul.
Lehet-e ez a szam négyzetszam?
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74. Van-e olyan négyzetszam, amely 8-cal osztva 3-at ad maradé-
kul?

75. A 6-tal osztva maradékul 2-t ado szamok kozott van-e négy-
zetszam?

76. Vizsgaljuk meg, hogy a négyzetszamok
a) 3-mal; b) 4-gyel; c¢) S-tel
osztva milyen maradékot adnak.

77. Bizonyitsuk be, hogy barmely egész szam négyzetét 16-tal
osztva, maradékul négyzetszamot kapunk.

78. Igaz-e, hogy barmely egész szam négyzetének 12-es maradéka
négyzetszam?

79. Melyek azok a kétjegyli A szamok, melyekre a kovetkezo
négy allitas kozil kettd igaz, kettd hamis?
1. A oszthat6 5-tel; 2. A oszthat6 23-mal;
3. A+7 teljes négyzet; 4. A—10 teljes négyzet.

Primszam, osszetett szam

80. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezd szamok kozill melyek
primszamok, melyek Osszetett szamok:

12; 17; 121; 203; 217: 251; 329; 348; 713; 757; 943; 991.

81. Adott 4 darab 10-nél nagyobb szomszédos természetes szam.
Bizonyitsuk be, hogy koziiliik legalabb kettd Osszetett szam. Mond-
hatnank-e kett6 helyett harmat? Igaz-e, hogy legfeljebb harom lehet
koziliikk 6sszetett szam?

82. Adott 12 darab 100-nal nagyobb szomszédos egész szam.
Bizonyitsuk be, hogy koziiliik legalabb nyolc Osszetett szam.

83. Hany 0Osszetett szam kovetkezik egymas utan 182-t61 190-ig?

84. Keressiink 11 egymas utan kovetkez6 Osszetett szamot.

85. Primszam-e
a) az idei naptari év;

b) az olvaso sziiletési éve?

86.Az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8, 9 szamjegyekbol allitsunk Ossze Ot
kiillonbozo primszamot gy, hogy minden szamjegyet felhasznal-
junk, de mindegyiket csak egyszer.
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87. Az a egész szam értékét adjuk meg ugy, hogy a; a+4; a+ 14
szamok primszamok legyenek.

88. Adjuk meg mindazokat a p primszamokat, amelyekre p+ 10
¢s p+ 14 is primszam.

89. Adjuk meg az Osszes olyan p primszamot, amelyre 8p% + 1 is
primszam.

90. Valaki kiprobalta, hogy n*+n+41, n =1, 2, 3, ..., 30-ra
primszam. Most azt allitja, hogy n*+n+41 minden természetes
szamra primszam. Igaza van-e?

91. Bizonyitsuk be, hogy ha 2"—1 primszam, n € N, akkor 7 is
primszam. Igaz-e az allitas megforditasa?

92. Legyen a p primszam, és p— 1 négyzetmentes (azaz nincsen
négyzetszam osztoja). Hatarozzuk meg, hogy a p 4-gyel osztva mi-
lyen maradékot ad.

93. Mutassuk meg, hogy egy 3-nal nagyobb primszam négyzete
24-gyel osztva 1-et ad maradékul.

94. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges primszamot 30-cal osztva a
maradék vagy primszam, vagy 1.

95. Ikerprimszdmoknak nevezziik azokat a primszamokat, ame-
lyek szomszédos paratlan szamok. Keressiink ilyen primszamokat.

96. Bizonyitsuk be, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimszamok 6sz-
szege oszthatd 12-vel.

97. Hatarozzuk meg azokat a p primszdmokat, melyekre 2p — 1
¢és 2p+1 ikerprimszam.

98. Lehet-e egy derékszogi haromszdg oldalainak mértékszama
harom olyan egész szam, amelyek koziil a két kisebb ikerprimszam?

*99. Legyen az a és b természetes szam. Mutassuk meg, hogy ha
a’+ b3
2

100. Az 1; 2;...; 100 szdmok két csoportra oszthatok-e igy, hogy
minden szamot valamelyik csoportba tesziink, a két csoportnak
nincs k6z0s eleme, és az egy-egy csoportban levé szamok szorzata
megegyezik?

*101. Legyen p valamely primszam, M pedig p darab egymas utan
kovetkezd természetes szam halmaza. Fel lehet-e bontani M-et két
M, és M, halmazra \igy, hogy M, UM, = M, M,nM, = 0, és az

primszam, akkor 3a*—6a+4 és 3b>—6b+4 is az.
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M,-ben levd szamok szorzata egyenl legyen az M,-ben levd sza-
mok szorzataval?

102. Hatarozzuk meg az Osszes olyan a egész szdmot, amelyre
a*+4 primszam.

103. Legyen p és g két ikerprimszam. Mutassuk meg, hogy ha
2a = p+q, akkor a Osszetett szam.

104. Igazoljuk, hogy 19992°°° + 24 Gsszetett szam.

Osszetett szamok primtényezékre bontasa

105. Bontsuk fel primszdmok szorzatara a kovetkezé szamokat:

a) 6912; b) 476 c) 348; d) 441;
e) 1840; f) 2184 g) 3400; h) 4550;
i) 1875; j) 7623; k) 8505; 1) 16865.

106. A paros szamok kozil tekintsiik azokat, amelyek nem irha-
tok fel két paros szam szorzataként, példaul 10, 18, 22 stb. Az ilyen
szamokat ,,paros primeknek” nevezziik. Igaz-e, hogy minden paros
szam, amelyik nem paros prim, felbonthat6 paros primek szorzata-
ra? Egyértelmi ez a felbontas?

107. frjuk fel a 60, 360, 800, 640, 540 szamok Osszes ,,paros
primtényez6s” felbontasat.

108. Hatarozzuk meg a kovetkezd szamok Osszes osztojat:

a) 240; b) 1024, ) 161; d) 997, e) 1800;
f) 5704, g) 10428; h) 18612; i) 6045; j) 6867.

109. Hogyan lehet a primtényezds felbontasbol megallapitani,
hogy egy egész szdm
a) paros-e vagy paratlan;

b) oszthato-e 4-gyel vagy 8-cal;
¢) négyzetszam-e?

110. Igaz-e, hogy ha egy szam osztdja a*-nek, akkor osztoja
a-nak is (a e N)?

111. Igaz-e, hogy ha egy szam osztoja a"-nek, akkor osztoja
a-nak is (a; ne N)?

112. Hatarozzuk meg azt az a) 3; b) 4; c¢)5 legkisebb egymas
utan kovetkezd pozitiv egész szamot, amelyek Osszege teljes négyzet
és egyben teljes harmadik hatvany.
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2

dcba négyjegyli szamok Osszegének négyzete 121 tobbszorose.

kettdn és oton kivill mas primszammal nem oszthat6?

*116. A (n+1) (n+2)...2n szorzat primtényezds felbontdsdban a
kettes hanyadik hatvanyon szerepel?

*117. Mutassuk meg, hogy az 4 = V22499... 9100...09 +3, ha

k=2 szamnak a primtényezoi 2; 3; 5.

szam szorzatanak és a szorzat egyik tényezdjéhez relativ prim, akkor
a szam osztoja a masik tényezonek.

irjuk mellé ugyanezt a szamot. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott
8-jegyli szam oszthato 73-mal és 137-tel.

Oszthatosagi szabalyok

szam akkor és csak akkor oszthato 2-vel, ha az utols6 szamjegye
paros; akkor és csak akkor oszthato 5-tel, ha utolsé szamjegye 0
vagy S.

1 n n
teljes négyzet, 3 teljes kob, — teljes 6tddik hatvany.

113. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv n szamot, amelyre

5
114. Bizonyitsuk be, hogy a tizes szamrendszerben felirt abcd és

115. Hany olyan egész szam van 1000 és 2000 ko6zott, amely

(k—2)db kdb

118. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egész szam osztdja két egész

119. Irjunk fel egy négyjegyii szamot a tizes szimrendszerben és

120. Bizonyitsuk be, hogy a tizes szamrendszerben felirt egész

121. Mennyi

2563-nak a 100-zal valo osztasi maradéka;

13 625-nek az 1000-rel valo osztasi maradéka;

10a + b-nek a 10-zel valo osztasi maradéka;

100a+ 106+ c-nek a 10-zel vald osztasi maradéka; ‘
1000a + 1005 + 10c + d-nek az 1000-rel valo osztasi maradéka;

100a+ 106+ c-nek a 100-zal valo osztasi maradéka;

1000a+ 1005+ 10c + d-nek a 10-zel vald osztasi maradéka; ‘
1000a + 1006+ 10c + d-nek a 100-zal vald osztasi maradéka

(ahol a, b, ¢ szamjegyek)?
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122. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a tizes szamrendszer-
ben a 4-gyel, 25-tel, 8-cal, 125-tel valo oszthatosag szabalyat.

123. Hatarozzuk meg a kovetkezd szamok 9-cel vald osztasi
marddékat:

234; 512; 106; 113; 240; 4132; 9503; 3426.

Adjuk 6ssze a szamok szamjegyeit, és azok 9-cel valo osztasi mara-
dékat is allapitsuk meg. Mit figyelhetiink meg? Hogyan altalanosit-
hatunk? Allapitsuk meg és bizonyitsuk be egy tizes szimrendszerbeli
szam 9-cel vald oszthatosaganak szabalyat.

124. Valaszoljunk a kovetkezo. kérdésekre:
a) Ha egy szam 9-nek tobbszorose, tobbszorose-e 3-nak?
b) Ha egy szam 9-cel oszthatd, oszthato-e 3-mal?
c) Ha egy szam 9-cel valo osztasi maradéka 0, oszthaté-e 3-mal?
d) Ha egy szam 9-cel val6 osztasi maradéka 0, mennyi a 3-mal valo
osztasi maradéka?
e) Ha egy szdm 9-cel valo osztasi maradéka 1, mennyi a 3-mal vald
osztasi maradéka?
f) Ha egy szam 9-cel valo osztasi maradéka 2, mennyi a 3-mal valo
osztasi maradéka?
g) Ha egy szam 9-cel valo osztasi maradéka 3, mennyi a 3-mal valo
osztasi maradéka?
h) Mennyi a kovetkez6 szamok 9-cel és 3-mal vald osztasi maradé-
ka:

279; 280; 281; 282; 283; 284; 285; 286; 287; 288?

i) Ha egy szam 3-mal valo osztasi maradéka 0, mennyi a 9-cel vald
osztasi maradéka? Fogalmazzuk meg a 3-mal vald oszthatosag sza-
balyat a tizes szamrendszerben.

125. Melyik az a 3-mal oszthato 3-jegyli paros szam, amelynek
kozéps6 szamjegye 0, az elsé szamjegye pedig az utolsonal 1-gyel
kisebb?

126. Bizonyitsuk be, hogy ha egy egész szam oszthatd 2-vel és
3-mal, akkor oszthato 6-tal. Mondjuk ki az allitas megforditasat és
igazoljuk.
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127. Bizonyitsuk be, hogy ha egy szam oszthato 3-mal és 5-tel,
akkor oszthatd 15-tel. Igaz-e az allitas megforditasa?

*128. Keressiink a tizes szamrendszerben a 11-gyel valo oszthato-
sagra szabalyt.

129. Mikor oszthato6 egy tizes szamrendszerbeli szam 37-tel?

130. Bizonyitsuk be, hogy a 3737 —2323 szam oszthat6 10-zel.

131. Hany 8-cal oszthaté tizes szamrendszerbeli 3xyz136 alaku
szam van?

132. Keressiikk meg az Osszes 2yz alaku tizes szamrendszerbeli
6-tal oszthatdé haromjegyli szamot.

133. Oszthato-e az a szam 9-cel, amelyrdl tudjuk, hogy szamje-
gyeinek Osszege nem valtozik, ha a szamot 5-tel megszorozzuk?

134. Lehet-e a 9-cel vald oszthatosag szabalya az, hogy 9-cel
akkor és csak akkor oszthaté egy szam, ha szamjegyeinek Osszege
nem valtozik meg, amikor 5-tel megszorozzuk a szamot?

135. Mutassuk meg, hogy ha az abc hiromjegyil természetes
szam oszthaté 37-tel, akkor a bca és cab hiromjegyli szadmok is
oszthatok 37-tel.

136. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egész szdm esetén
A = 10"+98 szam oszthato 18-cal. ‘

137. Igazoljuk, hogy ha két egész szam Osszege oszthatd 10-zel,
akkor a szimok négyzetei ugyanarra a szamjegyre végzodnek.

138. Melyik az a tizes szamrendszerbeli legkisebb négyzetszam,
amelyik 14-re végzodik?

104=14+2 1033423
+

egész szam.
3 9

139. Mutassuk meg, hogy

Oszthatésagi feladatok

140. Bizonyitsuk be, hogy hiarom egymast kovetd termeészetes
szam szorzata oszthatd 6-tal.

141. Bizonyitsuk be, hogy négy egymast kovetd természetes szam
szorzata oszthatd 24-gyel.

142. Melyik az a legnagyobb szam, amellyel barmely 6t egymas
utan kovetkezd természetes szam szorzata oszthato?

143. Bizonyitsuk be, hogy két egymas utani paros szam szorzata
oszthato 8-cal.
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144. Melyik az a legnagyobb szam, amellyel barmely harom
egymast kovetd paros szam szorzata oszthatd?
145. Hany egymast kovetd természetes szamot kell dsszeszoroz-
nunk, hogy a szorzat biztosan oszthato legyen 567-tel?
146. Bizonyitsuk be, hogy
a) 15 osztdja 21® — 1-nek;
b) 17 osztdja 21® — 1-nek;
c) 6 osztoja 17"—11"nek, neN;
d) 9 osztdja 100"—1-nek, neN;
e) 11 osztéja 100"—1-nek, neN;
f) 15 osztdja 2*"—1-nek, neN;
g) 5osztéja 4-6"+5"—4-nek, han>1,neN;
h) 8 osztoja 32"+ 7-nek, neN:
i) 2 osztdja n*—n-nek, neN;
J) 2 osztdja a"+a-nak, ahol a;neNT;
k) 24 osztdja n®+23n-nek, ha n 8-cal oszthatd természetes szam,
) 4 osztdja n*—2n%+n?nek, neN;
m) 3 osztoja n*+2n-nek, neN;
n) 5 osztoja n®—n-nek, neN;
0) 30 osztdja n®—n-nek, neN;
p) 57 osztdja 7"*24+7"t1 4+ 7"nek, neN;
r) 1986 osztdja 1985985 + 1988 — 19871987 -nek :

s) 100...01 oszthaté 100001-gyel;
1984 darab 0

t) 7 osztdja 32"*142"*2nek, neN;
u) 3 osztdja 2- 7"+ 1-nek, neN;
v) 99 osztdja 3"*3-22"*2—108-nak, neN;
w) 360 osztdja n®—5n*+4n*nek, neN;
x) 37 osztoja 1+2194319+ +36'%-nek;
y) 2a+1 osztéja 12771 +220 1 320+ 1y | 4 (0g)2+1pek g: ne N;
z) 27 osztdja 10"+ 18n—1-nek, neN.

147. Lehet-e 46 darab egymast kovetd természetes szam 0sszege
46-tal oszthat6?

148. Milyen n esetén lesz n darab egymast kovetd természetes
szam Osszege oszthatd n-nel?
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149. 11 darab, egyenként 1;2;3;4;...; 11 kg sulyd csomagot
lehet-e harom egyenl6 sulyu részre bontani?

*150. Altalanositsuk az el6z6 feladatot. Adott n darab targy,
melyek stlya 1;2;...;n egység. Milyen n esetében tudjuk hirom
egyenlo sulyu részre bontani ezeket?

151. Milyen n természetes szam esetén lesz
a) 9 osztéja 11"+ 7"-nek;
b) 16 osztoja 17"+ n-nek;
¢) 120 osztdja n®+ 2n° —n? — 2n-nek;
64"+ 16-8"+63 5 F
d) PYESE: egesz szam,;
e) 3 osztdja 2n3 +2n% + 1-nek;
f) 6 osztéja 1"+ 2"+ 3"-nek; b
g) 48 osztdja n®+3n% —n— 3-nak;
h) 121 osztdja n®+ 3n+ 5-nek?

*152. Mutassuk meg, hogy tetszbleges paratlan n természetes
szam esetén 1+2+3+...+a osztdja 1"+ 2"+ 3"+ ...+ a"nek.

153. Van-e olyan n és ke N*, hogy 5*—1 osztdja 5"+ 1-nek?

*154.Ha 4 = 12+22+32+4...+n* nem oszthatdé 5-tel, akkor
mennyi a B = 1+2+...+n szam 5-tel vald osztasi maradéka?

155. Bizonyitsuk be, hogy
a) 5*°—1 oszthatd 24-gyel;
b) 319544195 oszthatéd 181-gyel;
c¢) 25°+473% oszthaté 13-mal.
156. Bizonyitsuk be, hogy minden n>1 természetes szaimra
a) 6 osztdja n®+ Sn-nek;
b) 6 osztdja n®+ 11n-nek;
c) 9 osztdja 7"+ 3n— 1-nek;
d) 81 osztdja 10" - (9n— 1)+ 1-nek;
e) 64 osztodja 32"+2—8n—9-nek;
f) 21 osztdja 52" 1+ 4"+ 2 pek;
g) 13 osztdja 42" 1+ 3"+ 2 pek;
h) 11 osztdja 32"*2+ 26"+ pek;
i) 19 osztdja 52n~1.n+1 4 3n+l. 92— 1 ek,
157. Milyen »n egész szamra lesz
3n—9

egész szam?

a)
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3n2+6n+ 10 g ;
————— egész szam?
n+2

i , ;i ; n*+14n+40 ,
158. Milyen n természetes szam esetén lesz ——————— terme-
n*+10n+24

szetes szam?

159. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges paros n természetes szamra
a) 48 osztdja n+ 20n-nek;

b) 323 osztoja 20"+ 16" — 3" — 1-nek.

160. Mutassuk meg, hogy tetszoleges a természetes szam esetén
a’” — a oszthatd 42-vel.

161. Mutassuk meg, hogy
a) 2-nek; b) 3-nak; c¢) 4-nek; d) S5-nek; e) 1986-nak
van olyan tobbszorose, amely csak 0 és 1 szamjegyekbdl all.

*162. Igaz-e, hogy barmely n természetes szamnak van olyan
tobbszorose, amely csak 0 és 1 szamjegyekbol all?

*163. Van-e olyan 1986-ra végzddo egész szam, amelyik oszthato
67-tel?

*164. Az 1; 2; 3; ...; 300 szamok koziil valasszunk ki tetszélegesen
151 darabot. Mutassuk meg, hogy a kivalasztott szamok kozott
mindig talalhato kettd, melyek kozott az egyik osztdja a masiknak.

165. Igazoljuk, hogy barmely 200-jegyli szdmhoz taldlhatd olyan
1986-tal oszthato szam, amelynek elsé 200 szamjegye az eredeti
szam.

*166. Mutassuk meg, hogy barmely «a paratlan természetes szam-
hoz talalhat6 olyan b természetes szam, hogy 2°— 1 oszthatd a-val.

*167. Mutassuk meg, hogy barmely »; a; b természetes szamhoz,
ahol (a; b) = 1, talalhatok olyan x; y egész szamok, hogy n =
= ax+ by fennall.

168. Valaki azt allitja, hogy barhogy is adunk meg nyolc darab
haromjegyi szamot, mindig kivalaszthato koziiliik kettd ugy, hogy
ezeket egymas mellé irva, a kapott hatjegyli szam 7-tel oszthato.
Igaza van?

169. Mutassuk meg, hogy ha »n és k>1 pozitiv egész szdmok,
akkor 3™+ 1 nem oszthaté 5-tel.

170. Mutassuk meg, hogy kiillonboz6 a; b; ¢ szamjegyekkel felir-

54

hatd 6sszes haromjegyl szam Osszege oszthatdé a+ b+ c-vel. (Min-
den szamjegyet csak egyszer hasznalhatunk fel.)

171. Keressiink sziikséges és elegendo feltételt arra, hogy n darab
paratlan egész szam négyzetének Osszege 8-cal oszthaté legyen.

*172. Bizonyitsuk be, hogy kiilonb6z6 primszamok reciprokainak
Osszege nem lehet egész szam, sem egy egész szam reciproka.

173. Irjunk fel olyan egész egylitthatos p(x) pohnomot melyre
p(7) = 17 és p(11) = 19.

174. Van-e olyan nem egész egyiitthatos polmom, amely minden
egész helyen egész értéket vesz fel?

175. Mutassuk meg, hogy ha a p(x) = ax*+bx3+cx?+dx+e,
ahol a, b, ¢, d, e egész szamok, minden egész x-re oszthatd 5-tel,
akkor 5 osztdja az a, b, c, d, e egyiitthatok ‘mindegyikének. Igaz-e
hasonlo 6tédfoku polinomra?

176. Legyen p(x) = ax*+bx*+cx*+dx+e, ahol a, b, ¢, d egész
szamok. Bizonyitsuk be, hogy p(x) minden egész x-re oszthat6d 3-
mal, ha létezik harom egymas utan kovetkezo egész szam ugy, hogy
ezekre p(x) oszthato 3-mal. Kihasznaltuk-e azt, hogy p(x) negyedfo-
ku polinom? Igaz-e az allitas tetszoleges n=2 foku polinomra?

177. Gabi felirt egy lapra egy egész egyiitthatos polinomot és azt
mondta: ma van a higom sziiletésnapja. Ha életkorat a-t beirjuk x
helyébe, a-t kapunk, vagyis p(a) = a. Tudjuk, hogy p(0) = p, ahol
p>a primszam. Hany éves Gabi haga?

*178. Két tanulo, Gabi és Zsuzsi, a kovetkezo jatékot talalta ki:
Gabi felirt egy egész egyiitthatds polinomot és azt mondta: Eveim
szama (egész) a polinom gyoke. Hany éves vagyok, talald ki.
Zsuzsi: Nem lehet nehéz. Probalkozzunk x=7. Ez nem j6, mert
p(7) = T7.

Gabi: Ilyen kicsinek latszom?

Zsuzsi: Nézziink valami nagyobbat, 4-t. Ez nem jo, mert p(4) = 85.
Gabi: (Belenézve a szamolasba) Oh, de én még A4-nal is idésebb
vagyok!

Zsuzsi ebbdl megmondta, hogy Gabi hany éves. Hogyan talalta ki?

179. A 0<n=100 egész szamok halmazanak minden eleméhez
rendeljiik hozzd a szam pozitiv osztdinak szamat. Fiiggvényt ka-
punk-e igy? Miért?
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180. Legyen a d fiiggvény a pozitiv egész szamok halmazan értel-
mezve Ugy, hogy d(n) jelentse az n pozitiv osztéinak szamat. Hata-
rozzuk meg a d(1); d(2); d(5); d(12); d(16); d(28); d(30); d(64); d(70)
fiiggvényértékeket.

181. Hany pozitiv osztoja van:
a)l'2? 43 b):2? +3% 8y
szamoknak?

182. Igazoljuk, hogy
a) d2° - 3% = d(2®) d(3?);

b) d(2%) d(3®) = d(2° - 3,
ahol 4 a 180. feladatban szereplé fiiggvényt jelenti.

183. Bizonyitsuk be, hogy az n = p${'p% ... pi* (ahol a,; ...; a,
pozitiv egész szamok, py; ...; p, primszamok), szam pozitiv osztoi-
nak szdma d(n) = (a,; +1) (a, +1)...(a, + 1).

184. Hatarozzuk meg
a) 81; b) 256; ) 400; d) 576; «c) 625; f) 10000
pozitiv osztéinak szamat.

185. 24 f6s zenekar a sportpalyan téglalap alaku alakzatban
menetel.

(pl. 1x24;24x1; 2x12; 3x8 stb.)
a) Hany ilyen kiilonboz0 téglalap alaku alakzat lehetséges?
b) Legalabb hany ember sziikséges ahhoz, hogy

4-féle;  5-féle;  10-féle

téglalap alaku alakzatban meneteljenek?

186. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot,
amelynek pontosan
a) T b) & ¢) 9 d)10; e) 11, f) 12, g¢) 20
pozitiv osztdja van.

187. Adjunk meg néhany olyan pozitiv egész szamot, amelyek
pozitiv osztéinak szama két paratlan szam szorzata.

188. Adjunk sziikséges és elegendo feltételt arra, hogy egy egész
szam osztoinak szama
a) paratlan legyen;
b) paros legyen.

189. Hatarozzuk meg, hogy

b 2 v
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a) 48-nak hany olyan pozitiv osztdja van, amelyik nem oszthato
6-tal.

h) 120-nak hany olyan pozitiv osztoja van, amelyik nem oszthato
4-gyel.

¢) 2% 33 5-nek hany olyan pozitiv osztoja van, amelyik nem oszt-
hato 15-tel.

d) 2*-3%-53-7%nek hany olyan pozitiv osztdja van, amelyik nem
oszthato 21-gyel?

190. Bizonyitsuk be, hogy egy szam pozitiv osztéinak szima nem
nagyobb, mint a szdm négyzetgyokének kétszerese.

191. Hany x; y egész megolddsa van az
a) x?—y? = 15 egyenletnek;

b) x*—y* = 12 egyenletnek;
¢) x*—y? = 21 egyenletnek;
d) x*>—y? = 19 egyenletnek;
e) x*—y? = a egyenletnek, ahol a paratlan egész szam?

192. Keressiik meg, hogy hany osztoparja van (k; k, e N* osz-

toparjai n-nek, ha n = kk, és k,; <k,):
a) 18; b) 36; ¢) 96, d) 121; e) 200; f) 576;
g) 1024; k) 10000; i) neNT'-nak ha n nem négyszetszam;
j) neNT*-nak, ha n négyzetszam.
193. Hatarozzuk meg -
a) 72; b) 16; ) 180; d) 525; e) 289; f) 625;
g) n tetszbleges pozitiv egész
pozitiv osztéinak a szorzatat.

194. Hatarozzuk meg azt a pozitiv egész szamot, amelynek 6
osztbja van, és pozitiv osztoéinak szorzata 91 125.

195. A 0<n=<20 egész szamok halmazanak minden eleméhez
rendeljitk hozza n pozitiv osztdinak Osszegét. Fiiggvényt kapunk-e
igy? Miért?

196. Legyen S a pozitiv egész szamok halmazan értelmezett fugg-
vény, amely a halmaz minden eleméhez hozzarendeli az elem pozitiv
osztoinak oOsszegét. Hatarozzuk meg:

a) SQ2); b) S@); ¢) S6);, d) SE®); e) SO);
f) 8(12); g) S(16); h) S(18); i) S(19)
fiiggvényertékeket.
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197. Hatdrozzuk meg
a)8l; b) 256; c¢) 196; d) 243; e) 540; f) 1000
pozitiv osztoinak Gsszegét.

198. Mennyi a kovetkezd szamok pozitiv osztdinak Osszege:
a) 2% b Bnin)udty dl 2%-9% 1 e)vs? «Tpel 0?34 529

199. Igazoljuk, hogy pozitiv egész szamokhoz pozitiv 0szt6i 6sz-
szeget rendeld S fiiggvényre fennall, hogy
a) S(2%-3%) = §(2%) S(3%); b) S(2*- 3% = §(2%) S(3%),

, ahol a és b>0 egész szamok.

*200.a) Altaldnositsuk az eléz8 feladatot a kovetkezd modon:
ha n = pi'p%, akkor S(n) = S@Y) - Sp%),
ahol p; p, > 0 primszamok, a,; a, > 0 egész szamok.
b) Hogyan lehetne kimondani tovabbi altalanositast? (Bizonyitas
nélkiil.)

201. Hatarozzuk meg a kovetkezé szamok pozitiv osztoinak
Osszegét: a) 240; b) 2025; ) 28-3% d) 1988.

202. Hatarozzuk meg
a) S2°%; b) SB'%); ) SQ%); d) S@E*); e) SE');

f) S@'°); g) S@*Y); k) S@H

(ahol p>0 primszam, k> 0 egész szam, S a 199. feladatban szerepld
fiiggvény).

Keressiink sziikséges és elegend6 feltételt arra, hogy S(n) paratlan
szam legyen.

203. Mi a sziikséges és elegend6 feltétele annak, hogy egy szdm
paratlan osztéinak Gsszege nagyobb legyen a paros osztéi Osszegé-
nél?

204. Az n pozitiv egész szamot tokéletes szamnak nevezziik, ha
pozitiv osztéinak Osszege a szam kétszeresével egyenld. Példaul 6
tokéletes szam, mert S(6) = 1+2+3+6 = 12. Keressiink tovabbi
tokéletes szamokat.

205. Allapitsuk meg, hogy primszam lehet-e tokéletes szam.

206. Bizonyitsuk be, hogy nincsen 4k +3 alaku tokéletes szam
(keN).

207.a) Bizonyitsuk be, hogy a 4 = 2271(27—1), ahol p és 27— 1
primszam, tokéletes szam.

b) Fogalmazzuk meg az el6bbi 4llitis megforditasat.
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208. Bizonyitsuk be, hogy minden paros tokéletes szam 6-ra vagy
8-ra végzodik. i ’ s
*209. Mutassuk meg, hogy minden 6-nal nagyobb paros tokeletes
szam 9-cel osztva 1-et ad maradékul. PP : )
*210. Igazoljuk, hogy egy tokéletes szam osztoi reciprokanak 6sz-

szege kettd. ’
211. Figyeljiikk meg a kovetkezd Osszeadasokat:

o 1t re il
o - & brlgng g

l " d 1-|’1-|'1-|-1=B
R dih BBk & 46 "
sl I £ R

Milyen éltalanos tételt lehetne leolvasni ebbél? ;
*212. Legyen n egy pozitiv egész szam, osztoi pedig dy, d, .., Gy
Bizonyitsuk be, hogy
1 1 1 S
—+ — .=
dy .dy d, n
ahol S(n) az n>0 egész szam pozitiv osztdinak 6sszegét je‘llenti. ,
213. Hatarozzuk meg a 220 és 284 pozitiv osztélpak oss’zege’t.
Milyen érdekességet tapasztalunk? Keressiink tovabbi ilyen szampa-
rokat. , of
214. Hatarozzuk meg, hogy a 0; 1; 2; ...; 11 szdmok kozil a
12-héz hany relativ primszam van. : ol '
215. Allapitsuk meg, hogy a 0; 1{2; ...; 24 szamok koziil a 25-hoz
hany relativ primszam van. , : .
216. A pozitiv egész szimok halmazan értelmezziik azt a ¢ fligg-
vényt, amely barmely n> 0 egész szimhoz a 0; 1;' 2;...; n— 1 sorozat-
bol az n-hez relativ primszamok szamat rendeli.
Hatarozzuk meg mennyi:

9

a) p(1); b) 9(2); c) p(18);  d) 9(2°); e (37);
)o@ g) o' Hry
h) o(p"), ahol p>0 primszam, k>0 egesz szam;
i) p(2°-3%; j) @(3°-5-7).
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217. Az el6z6 feladatban értelmezett ¢ figgvényre igaz-e, hogy
a) (2° 3% = p(2%p(3%); b) o(1'p?) = 0(r{)e(p3)?
A b) feladat allitasat hogyan lehetne altalanositani?
218. Szamitsuk ki, hogy mennyi
a) p(450); b) p(650); ) p(1986)
(ahol ¢ a 216. feladatban szerepld fiiggvény).
219. Vizsgiljuk meg, hogy milyen >0 egesz szamokra lesz pa-
ros, illetve paratlan a ¢ fiiggvény értéke.
220. Milyen pozitiv egész x szaimra teljesiil, hogy ¢(2*)=128?
221. Mutassuk meg, hogy ha n=2*, ahol k>0 egész szam, akkor

n
p(n) = 7" Igaz-e az allitas megforditisa?

*222. Milyen p, g > 0 kiilénb6zd primszamokra teljesiil, ho
p(p*q%) = 2200? R O

3. Legnagyobb kozos oszto, legkisebb
ko6z0s t6bbszoros

223 Hatarozzuk meg a kovetkezdé szamok legnagyobb kozos
osztojat:
a) 36; 96, b) 128; 512, c) 101; 211, d) 567; 1053,
e) 629,799,  f) 754;221, g) 840; 1560, h) 875; 2625.
224. A kovetkezd allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis:
Ket pozitiv egész szam legnagyobb kézos osztoja
1. kisebb mindkét szamnal;
2. kisebb a nagyobbik szamnal;
3. osztdja a két szam Osszegének;
4. oszt6ja a két szam kiilonbségének.
225. Tudjuk, hogy b osztdja a-nak. Mivel egyenlo
a) (@a+b), b) (b;a+b); ) (ga—b); d) (b;a—b).
a,beN"™.
226. Hatarozzuk meg
a) (a;a+1);  b) (a;a+?2) értékét.
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227. Hatarozzuk meg 5627 és 1986 legnagyobb koz0s osztojat.
Fuklidesz a kovetkezo algoritmussal szamolta ezt ki:
5627 = 1986 - 2+ 1655,
1986 = 1655 - 1+ 331,
1655 = 331-5+0.

A legnagyobb ko6zds oszté az utols6 nem 0 maradék, azaz 331.
[gazoljuk az eljaras helyességét. Igaz-e, hogy
(1986; 1655) = (5627; 1986) = (1655; 331)?

228. Bizonyitsuk be, hogy ha a> b >0 egész szamok, akkor
(a; ) = (b;a—b);
(a;b) = (b; a—2b);
(a; b) = (b; a—qb);
(a; b) = (b; 1),
ahol a = gb+r >0 egész szam, 0<r<b, r egész szam.
229. A 228. feladat alapjan igazoljuk az Euklideszi algoritmust.
230. Hatarozzuk meg a kovetkezd szamok legnagyobb ko6zos
osztojat: A
a) 438; 126, b) 598; 1599, c) 1985; 4764,
d) 4096; 4608, e) 1512; 1080, £} 9713; 737.
231. A 227. feladatban azt kaptuk, hogy (5627; 1986) = 331.
A leirt eljarasbol adodott, hogy 1986 = 1-1655+331. Ebbdl
1655 =
= 1986 — 331 és ezt az els6 egyenlOségbe helyettesitve kapjuk, hogy
331 = 3-1986—5627. A két szam legnagyobb ko6zos osztojat eldal-
litottuk gy, hogy az adott szamokat egy-egy alkalmas egész szam-
mal szorozva dsszeadtuk. Allitsuk eld ilyen modon a 230. feladatban
kiszamitott legnagyobb ko6zos osztokat.

*232. Bizonyitsuk be, hogy ha d = (a; b), ahol a,b > 0 egész
szamok, akkor d = ax+ by, ahol x, y egész szamok. Azaz bizonyit-
suk be, hogy d eldallithatd az a és b linearis kombinacidjaként.

233. Egyszertsitsiik a kovetkezo torteket:
840 5 335 3857 d 7395
@) 1800° / 1819° ¢) 6061° / 9860
234. Két egész szamrol a kovetkezét tudjuk: legnagyobb kozos
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osztojuk 15; a legnagyobb kozos osztd megkeresésekor az euklideszi
algoritmusban 3 osztast végeztiink, ahol hanyadosként harom egy-
mast kovetd paros szamot kaptunk, amelyeknek az Osszege 12.
Hogyan hatarozhat6 meg ebbdl a két szam?

235. Két természetes szam Osszege 1323, legnagyobb kozos osz-
toja 147. Melyek ezek a szamok?

236. Keressitk meg az A=11111111, B=111...1 szamok legna-

- 5 100 darab 1-es
nagyobb ko6z0s osztojat.

237. Legyen a; b két egész szam, melyre (a; b) = 1. Hatarozzuk |

meg (a+b; a— b)-t.
238. Igazoljuk, hogy ha a, b paratlan egész szamok, akkor

atb a-—b
@n=(355)

+
239, Adoti'a 200

tort, ahol n természetes szam. Hatarozzuk

meg az n értékét Uigy, hogy a tort egyszeriisithetd legyen.
2n—5

240. Van-e olyan n € N szam, amelyre a

tort egyszerusit-

het6?

241. A kovetkez6 szamok koziil keressiik ki a relativ primparo-
kat:

3; 4; 6; 10; 15; 21; 28; 35; 42; 63.

242. Bizonyitsuk be, hogy barmely két egymast kdvetd egész |

szam relativ prim.
243. Mutassuk meg, hogy ha a pozitiv egész szam, akkor

@°+1;2°-1) = 1.

*244. Mutassuk meg, hogy ha a, b > 0 egész szdm és a paratlan,
akkor

22—+ 1D = L
245. Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv egész szam, akkor
(2*+1;2°+1) = 1.
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246. Bizonyitsuk be, hogy ha (a; 4) = 2 és (b; 4) = 2, akkor
(a+b;4) = 4.
247. Igazoljuk, hogy nincsen olyan a és b egész szam, amelyekre
(a;) =7 ¢és a+b=100.
248. Hany olyan a; b egész szampar létezik, amelyikre
(a;0) =4 és a+b=100?

249. Hatarozzuk meg:
a) (12; 24; 40); b) (49;77; 133);
d) (17;34;263); e) (187;323; 391).
250. frjunk fel harom olyan szamot, amelyek relativ primek, de
paronként nem relativ primek.
251. Mutassuk meg, hogy ha (a;b) = 1, akkor 1la+2b és
I8a+ 5b legnagyobb kozos osztdja 19 vagy 1.
252. Két természetes szam négyzetének kiilonbsége 2023. Legna-
gyobb kozos osztjojuk 17. Melyik ez a két szam?
253. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv egész szamokat, amelyek
legnagyobb k6z6s osztdja 10 és szorzatuk 2400.
254. Hatarozzuk meg a kdvetkezd szamok legkisebb k6zos tobb-
szOrosét:
a) 16; 28, b) 45; 150, c¢) 105; 180,
d) 348; 476 e) 475; 570, f) 1840; 3400.
255. A kovetkezd allitdsok koziil melyik igaz, melyik hamis:
Két pozitiv szam legkisebb ko6zos t6bbszorose
1. mindkét szamnal kisebb;
2. mindkét szamnal nagyobb;
3. a nagyobb szamnal kisebb;
4. a kisebb szamnal nagyobb;
5. a két szam szorzatanal kisebb;
6. a két szam szorzatanal nagyobb.
256. Hatarozzuk meg a kovetkezd szdmparok
1. szorzatat; 4
2. legnagyobb kozos osztojat;
3. legkisebb k6z0s tobbszorosét;

c) (30; 75; 630);
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4. legnagyobb koz0s osztojanak és a legkisebb kozds tobbszordsé- |

nek szorzatat:
a) 9;12, b) 1520, «¢) 11;19, d) 128;1024,
f) 1988; 2000. Milyen érdekességet figyelhetiink meg?
257. Egy kikotoben 1988. januar 2-an egyiitt van négy hajo.
Tudjuk, hogy az els6 hajo négyhetenként, a masodik nyolcheten-
ként, a harmadik 12 hetenként, a negyedik 16 hetenként tér vissza
a kikotobe. Talalkoznak-e még 1988-ban mind a négyen ebben a
kik6tében?

e) 187; 323,

258. Egy kerékpar nagyobbik fogaskerekén 35 fog, a kisebbiken |
15 fog van. Hanyszor kell a pedalt korbeforgatni, hogy mindkét

fogaskerék ujra a kiindulasi helyzetbe keriiljon vissza? (A pedal a
nagyobbik fogaskerék tengelyén van.)

259. Egy versenypalyan egy irdnyba egyszerre indul harom futo6. |

Az elsé 1 min 2 s alatt, a masodik 1 min 3 s, a harmadik 1 min 6 s
alatt tesz meg egy kort. Voltak-e az indulas helyén egyszerre, ha a
gyOztes futd 44 min 6 s id6vel nyerte a versenyt? (Tételezziik fel,
hogy a futok sebessége allando!)

260. Egy orszagut egyik oldalat fasor szegélyezi. A fak 12 méte-

renként allnak. Az Gt masik oldalan taviréoszlopok sorakoznak, 75
meéteres kozokben. Egy bizonyos helyen az 1t két oldalan egymassal
szemben all egy oszlop és egy fa. Milyen tavolsagonként ismétlédik
meg ez a talalkozas?

261. Egy autobuszmegalloban 8 6ra 20 perckor egyszerre all egy
17-es és egy 71-es busz. A 17-es 12 percenként, a 71-es 20 percenként
kozlekedik. Hany 6rakor lesz ismét egyszerre a megalloban egy 17-es
és egy 71-es autobusz?

262. Két relativ primszam legkisebb k6z6s t6bbszorose:

a) 2-3-5-7, b) 3*-5*-7, ) 180; d) 256; e) 2600.
Mi lehet a két szam?

263. Hany olyan haromjegy tizes szamrendszerbeli természetes
szam van, amelyet ha sorban 111-gyel, 222-vel, 333-mal osztunk,
ugyanazt a maradékot kapjuk?

264. Bizonyitsuk be, hogy az a, >0 egész szamok legkisebb
k6z0s tObbszorosének és legnagyobb kozos osztdjanak szorzata a
két szdm szorzataval egyenlo.
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265. Milyen x-ekre teljesiilnek a kovetkezo egyenldségek?
a) [123;126] = x; b) (899; 1147) = x;
c) (945; 1386; 1701) = x; d) [1188;1368] = x;
e) (x;8) = 80; f) [x; 16] = 48;
g) (x;60) = 15; h) (x;20) = 1.

266. Mutassuk meg, hogy az a és b egész szamok legkisebb kozos
tobbszorose kifejezhetd az a és b szamok linearis kombinacidjakent,
azaz ax+ by alakban, ahol x, y egész szamok.

267. Keressiink olyan a, b pozitiv egész szamokat, amelyeknek
legkisebb kdzos tobbszordse az Osszegiikkel egyenld.

*268. Hatarozzuk meg az a és b természetes szimokat €s a p
primszamot ugy, hogy teljesiiljon a kovetkezd egyenloseg:

[a; b]+(a; b)) = a+b+p.

269. Milyen a, b € N-re teljesiil, hogy
a) (a;b) = 13 és [a; b] = 1989;
b) a+b = 36 (a; b) és [a; b] = 3850;
¢) (a; b) = 26 és [a; b] = 4784,
d) a+b = 370 és [a; b] = 270 - (a; b);
e) a+b = 98 és [a; b] = 720;
[a; b]
(a: b)
270. Hatarozzuk meg azokat az a, b, ¢ >0 egész szdmokat, ame-
lyekre

f) a+b = 667 és = 120.

(a; b; ¢) = 4 és [a; b; c] = 240.
271. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢>0 egész szamok, akkor

[a; b]+(b; ©) 2 [b; c]+(c; @) i [c; a]l + (a; b)
b c a

6.

[\

272. Melyik az a hiromjegyl szam, amelybdl ha elvesziink 6-ot,
akkor 7-tel oszthatd szamot kapunk, ha 7-et vesziink el beldle, akkor
8-cal oszthato, ha pedig 8-at vesziink el bel8le, akkor 9-cel oszthato
szamot kapunk? 4

273. Gabor elfelejtette baratjanak hatjegyii telefonszamat. Csak
arra emlékezett, hogy 7...2., tovabba hogy a telefonszam paratlan,
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és 3-mal, 4-gyel, 7-tel, 9-cel. 11
5 ; = , 11-gyel, 13-mal osztva ugyanazt a
maradékot adja. Ezekbdl az adatokbol j 2 i
e ad ol meg tudja-e hatdrozni a
) "274. ’Ha}térozzulf meg annak a két legkisebb pozitiv szamnak a
kiilonbségét, amelyiket ha barmelyik 2<k<11 természetes szam-
mal osztunk, 1 maradékot kapunk.

4. Diofantoszi problémak

275. Két természetes szam &
P osszege 10. Melyek lehetnek ezek a
276. Hatarozzuk meg azokat a nemnegatj
’ gativ 3-mal oszthato egé
szamokat, amelyek 7-tel osztva 2 maradékot adnak. e
277. Keressiik meg azokat a pozitiv egész szdmokat, amelyek
3-mal osztva 2-t, 5-tel osztva pedig 3-at adnak maradékul.

2‘;8. Val;-e olyan x, y pozitiv egész  szam, amelyre

1
—+-=—17
X y x+y
h'nezziz. II(AX 2§_é§ 36 }fgnagyobb kozds osztojat fejezziik ki ‘ezek
ombinacidjaként :
By Jjakent, azaz 24x+ 36y alakban, ahol x, y egész
280. Az x3+p3+23 = u® egyenletnek létezik-e olyan megoldasa
aho; 8x1 < K<Z< u egymast kovetd egész szamok? ’
- Adjuk meg azokat az x és y epész sz4
za
x>y>0¢és x*+7y = 3+ 7x. . Fraegieiton
2823. Van;e olyan x, y egész szam, amelyre x3+6x2+5x =
=27y°+9y%4+9y+1 egyenldség teljesiil?
2§3. Van-e olyan x, y egész szam, amelyre
a) x*=2xy =1998; p) x3 = 2+3y%7?
284. Mutassuk meg hogy nincsen ol S 3
; yan x, y egész sza
x*+y% = 1998 teljesiil. yis "
: 21,35. I:ehet-e’ egy derékszogli hiromszdg mindhirom oldalanak
meértékszdma paratlan természetes szdm?
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286. Van-¢ olyan derékszogii hAromszog, amelynél két oldal mér-
(¢kszama paros természetes szam és a harmadik oldal paratlan
lermészetes szam?

287. Bizonyitsuk be, hogy a derékszdgii haromszog két befogoja-
nak mértékszama nem lehet egyidejiileg paratlan egész szam, ha az
atfogo is egész szam.

288. Keressiink olyan egész szamokbdl allé szamharmasokat,
amelyek derékszogii haromszog oldalainak mértékszamai lehetnek.

289. Bizonyitsuk be, hogy minden pitagoraszi szdimharmas vala-
melyik tagja oszthatd 5-tel.

290. Bizonyitsuk be, hogy ha x =2mn; y = m*—n?
z = m?+n?, ahol m; n>0 egész szdmok, akkor x>+ y* = z2.

291. Hatarozzuk meg az x2+y? = z? egyenlet Osszes pozitiv
egész megoldasat, ahol (x; y; z) = 1. Az egyenlet megoldasait pitago-
raszi szamharmasoknak nevezziik.

292. Hatarozzuk meg mindazokat a pitagoraszi szdmhdrmaso-
kat, amelyeknél a legnagyobb szam nem nagyobb 100-nal.

293. Bizonyitsuk be, hogy ha a derékszogii haromszog oldalai-
nak mértékszama egész szam, akkor befogoinak szorzata oszthato
12-vel.

294. Vannak-e olyan pitagoraszi szamharmasok, amelyek
a) szamtani sorozatot; b) mértani sorozatot
alkotnak?

295. Bizonyitsuk be, hogy ha 3 egész szamra fennall, hogy
a®+b* = c?, akkor az abc szorzat oszthatd 60-nal.

296. Tudjuk, hogy 32+42 = 52; 52+ 122 = 132, 7> +24% = 257,
92+40% = 412. Milyen sejtést olvashatunk ki ezekbdl a példakbol?
Keressiink ilyen tulajdonsiggal rendelkezd tovabbi szimharmaso-
kat.

297. Hatarozzuk meg a 84 egység teriiletl derékszogli haromszog
oldalainak mértékszamat, ha tudjuk, hogy azok relativ prim sza-
mok.

298. Hatarozzuk meg a 120 egység terilletii derékszogii harom-
sz6g oldalainak mértékszamat, ha tudjuk, hogy azok egész szamok.

299. Van-e olyan derékszogli haromszog, amelynek oldalai egész
szamok, és teriilete 78 egyseég?
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; 390. Hatérozzuk meg a derékszogli haromszog oldalainak mér-
tekszamat, ha tudjuk, hogy egész szamok és a haromszog keriilete
80 egység.

: 301. Yan-e olyan derékszogii hiromszog, amelynek oldalai egész
szamok ¢és keriilete 88 egység?

302. Blzopyitsuk be, hogy nincsen olyan derékszoégii hiromszog,
an}ely oldalainak mértékszama egész szam, és teriiletének mérték-
szama megegyezik az atfogd mértékszamaval.

i 303. Eg’y derekﬂszégﬁ haromszég oldalainak mértékszama egész
szam. A har(?mszog kertiletének és teriiletének mértékszama meg-
egyezik. Hatdrozzuk meg az oldalak mértékszamat.

304.3%+4% = 52; 202+21% = 29%; 1192+120% = 169%2. Mu-
tgssuk mezg, hogy ha valamely a és ¢ egész szim eleget tesz az
bt Dl = egyenléségnek, akkor (3a+2c+1)*+(3a+2c+2)% =
= (4at+ 3(:’+ 2)%. Igy az els6 harom példa alapjan tovabbi pitagora-
szi szamharmasokat nyeriink. Keressiink néhanyat.

305. Tudjuk, hogy 10°+11%+12% = 132+ 142, Van-e még mas
ol)llan s,zamotf)s, ahol a szamok egymast kovetd egész szamok, és 3
szam negyzetének Osszege megegyezik két szam négyzetének Ossze-
gével?

306. Bizonyitsuk be, hogy nem léteznek olyan x, y egész szimok
amelyekre 15x —7y% = 9 teljesiil. ’

307. Hgtérozzuk meg azokat az x; y; z>0 egész szamokat
amelyek kielegitik az x>+ y?+2% = 2xyz egyenlSséget. ’

308: Ertlemezzﬁk az f fliiggvényt a pozitiv egész szamokbol alko-
toFt szamparok halmazin a kovetkezdképpen: ha a, >0 egész
szamok, akkor ,

[a; 6], ha a; b mindkettd paratlan,
[ ]a legkisebb kozods tdbbszoros,
fla;b) =< (a;b), ha a; b mindkettd paros,
() a legnagyobb kozds 0szto,
ab, ha a;b kiilénbdzd paritasu.

a) Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény a 0 kivételével minden termé-
szetesszam-értéket felvesz.
b) Keressiik meg az 6sszes olyan a, b szampa

E art, amel ;b)) =
= —2a+6b. i ad
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5. Szamrendszerek

309. 4 és B a kovetkezd jatékot jatssza:

A hat cédulara 1 és 63 kozotti egész szimokat ir ugy, hogy az elsére
azok a szamok keriilnek, amelyek 2-es szamrendszerbeli alakjaban
az egyesek helyén 1 all. A masodikra azok keriilnek, amelyek 2-es
szamrendszerbeli alakjaban a kettesek helyén 1 all. A harmadikra
azok keriilnek, amelyek 2-es szimrendszerbeli alakjaban a négyesek
helyén 1 all és igy tovabb. (Ugyanaz a szam tdbb cédulan is szerepel-
het.) Ezutan atadja a cédulakat B-nek, és felszolitja, hogy valasszon
ki egy szamot és adja vissza azokat a céduldkat, amelyeken a kiva-
lasztott szam rajta van. 4 rapillantva a visszaadott cédulakra, azon-
nal megmondja a valasztott szamot.

Hogyan talalta ki? Hany cédulara volna sziikség, ha 1-500-ig terjedo
egész szamok koziil szeretnénk valasztani? Jatszhatnank-e ezt mas
alapu szamrendszerben is?

310. Hany jegyii lesz a tizes szamrendszerben felirt 3251 a kettes
szamrendszerben? Négyes szamrendszerben? Nyolcas szamrendszer-
ben? {rjuk fel.

311. A kovetkezd tizes szamrendszerbeli szamokat irjuk at 2-es,
4-es, 5-0s és 12-es alapu szamrendszerbe:

a) 12; b) 154; c) 236; d) 361; e) 981;
f) 984; g) 425; h) 1000; i) 675; j) 1024.

312. Egy tanuld a 7352 tizes szamrendszerbeli szimot a kovetke-
z6képpen irta 4t 6-os alapli szimrendszerbe:

7352-t elosztotta 6-tal és feljegyezte a maradékot, majd a hanyadost
osztotta 6-tal és feljegyezte a maradékot és igy tovdbb, mig 0
hanyadost kapott.

A maradékokat forditott sorrendben egymas mellé irta, és ez lett a
7352-nek a 6-os szamrendszerbeli alakja.

Helyes volt ez az eljaras? Indokoljuk.

313. Ugy akarjuk megtudni a baratunk telefonszdmat, hogy
olyan kérdéseket tesziink fel, melyekre 6 igennel vagy nemmel vala-
szol. Keressiink modszert arra, hogy a lehetd legkevesebb kérdéssel
tudjuk meg a telefonszamot. Legfeljebb hany kérdés sziikséges ah-
hoz, hogy a hatjegyii telefonszamot kitalaljuk? 69




314. Bizonyitsuk be, hogy minden n> 0 természetes szam eldallit-
Lla}té a 2 kiillénb6z6 nemnegativ egész kitevéjii hatvanyénak dsszege-

ent.

315.a) Az 12415 szam milyen alapl szamrendszerben irhat6
304, alakban?

b) 414 milyen alapti szimrendszerben irhaté 201, alakban?

tc) ) 27 896,, milyen alapu szdmrendszerben irhaté 3 323 041, alak-

an?

d) 10 11’0 001, milyen alapti szimrendszerben irhaté 342, alakban?
316. Irjuk at tizes szamrendszerbe a kovetkezd, mas szamrend-

szerben felirt szamokat:

iy i W By S0t v p) 123, d) :13045;

10005; 211 45; 100,; 1112,5;

1020,; 1039, 5: 303,; 21045.

317. Melyik szam nagyobb: 213 2304 vagy 11 0275?

318. Egy szam hdrmas szamrendszerben 12 112 211 122 211112222
alakl. Mennyi ennek a szimnak a kilences szamrendszerbeli alakja-
ban balrdl az elsd szamjegy?

319.a) Egy szamrendszerben 42=20. Mennyi ebben a szam-
rendszerben 522
b) Milyen alapu szamrendszerben lesz 13, és 31, kettdnek egymas
utan kovetkezé hatvanya?

320. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:

a) 233345+ 33 0205+ 444+ 12 341 ;

b) 43(10) (11)5,,+3(10)6,, +4(11)25,, (ahol példaul (10) (11)3,, =

=10-122+11 - 12+3);

c) 234134, -123,;

d) 4712224 :27,.

, 121. Milyen alapii szimrendszerben igazak a kovetkezé egyenlo-
ségek:

a) 12,+13, = 30,; 5) 100,—1, = 115, g 12,-7.= 80,
17,+38, = 54,; 6.6, = 51 :
89,+69, = 103; 13,-22, = 1012

d) 55,:13, =4
1520, : 12, = 123,.
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322. Hanyszorosara né egy hetes szimrendszerben felirt szam
erteke, ha a végére egy 0-t irunk; ha két 0-t irunk a végére?

323. Végezziik el a kovetkezd osztasokat:

a) 98765432,5:8,0; ) 87654325:7y; ) 5432 : 4;
d) (g—1)(9—2)(9—3)...432,: (g —2),, ahol (g— 1) (9 —2) (g— 3)....
...432 g alapl szamrendszerben felirt szamot jelent.

324. Bizonyitsuk be, hogy 144, tetsz6leges 4-nél nagyobb g alapu
szamrendszerben teljes négyzet.

325. Igaz-e, hogy 1331, tetszbleges n>3 alapll szamrendszerben
teljes kob?

326. Milyen alapi szdmrendszerben igaz az, hogy ha 4616-ot
elosztjuk 66-tal a hanyados 55 és a maradék 20?

327. Igaz-e, hogy minden szdmrendszerben az alapot megel6z4
szam kétszeresét €s négyzetét ugyanazon szamjegyekkel, de forditott
sorrendben irjuk? Eszrevessziik, hogy 29 = 18 és 92 = 81 a tizes
szamrendszerben.

328. Milyen alapu szdmrendszerben érvényes a kdvetkezd szor-
zas? A = helyén all6 szamjegyeket hatirozzuk meg!

*%D - %)
£¥0%
*kx]

329. A 8-as alaptl szdmrendszerben egy szam négyzetét irtuk fel.
(Kiilonboz6 betiik kiilonboz6 szamjegyeket jelentenek.)

ABC - ABC
B*D
Ex*C
A**D

% %k ok k %k

Melyik ez a szam?

330. frjuk fel tizes szamrendszerben az
a) kettes szamrendszerbeli 0,101; 0,1101101; 11,11; 1011,001 kette-
destorteket;
b) harmas szamrendszerbeli 2,21; 11,11; 101,201; 22,01 harmados-
torteket.
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331. Melyik az a legkisebb g alapu szamrendszer, amelyben véges

4 11

»g-edes”-tortekben irhaté fel = = i : i?
) 6 8 3625

332. Irjuk fel két egész szam hanyadosaként
a) a kettes szamrendszerben irt 0,1; 0,01; 0,10i; 0,1101 végtelen
kettedestorteket;
b) a harmas szamrendszerben felirt 0,2; 0,02; 0,12; 0,121 végtelen
harmadostorteket.

333. 4=0,101 001 000 1... kettes szamrendszerbeli nem szaka-
szos kettedestort. Lehet-e a tizes szamrendszerbeli felirasa szaka-
szos?

I3 . 1
334. Pontosan hany 0-val kezd8dik az - racionalis szam (a =
a

=1, 2, 3...) kettedestortjének tortrésze?
335. Viélasszuk ki a kovetkez tortek koziil melyiknek lesz véges,
melyiknek végtelen szakaszos
1. kettedes-;
2. harmadostort alakja:

37 5 3 152 5 4 2 5
gy T30 S=iion = = 6o B
8" 16 8 4. 32 49" 21 gi® 9’ 27°
12 3, . 7 : 16
b) =5 753 =i oo 245 34— i; = 5
67 157 10 18 8 6" 357 127 200 14

Lesz-e kozottiik végtelen nem szakaszos, kettedes- vagy harmados-
tort?

336. Hatarozzuk meg a 0,abcd 6-0s szamrendszerbeli tortet,
8993
31671°
337. Keressitk meg a kovetkezd feladatokban a g, szamrend-

szer-alapszamokat ugy, hogy az egyenloségek teljesiiljenek:
a) 1,3, = 1,65 b) 10,11, = 2,3 ¢) 101,01, = 11,1,.

amelynek tizes szimrendszerbeli alakja

‘) _ 1
*338. Irjuk fel tizedestort alakban 9—2-t, nyolcadostort alakban

1 . 1
7—2-t, hetedestort alakban 6—2-‘[. Milyen érdekességet figyelhetiink

meg? Bizonyitsuk a sejtésiinket.
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339. Milyen alapt szimrendszerben lesznek a kovetkezd szamok
primszamok:

a) 10201; . -8) 101015 ¢) 1115 d). 113127

340. Bizonyitsuk be, hogy g¢g>1 természetes szam esetén
N=10 101, szam paratlan 6sszetett szam. Hogyan lehetne altalano-
sitani a feladatot?

341. Bizonyitsuk be, hogy a 6-os alapu szamrendszerben felirt
szam akkor és csak akkor oszthatd 2-vel, ha utolso jegye 0, 2 vagy
4; akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, ha utolsod jegye 0 vagy 3.
A tizes alapll szaimrendszerben milyen szamokkal val6 oszthatosagi
szabaly felel meg ennek? Hogyan lehetne altalanositani a szabalyt
tetszoleges g alapu szamrendszerre?

342. Bizonyitsuk be, hogy a 13-as alapl szamrendszerben azok
és csak azok a szamok oszthatok 12-vel, amelyeknél a szamjegyek
Osszege oszthatd 12-vel.

343. Bizonyitsuk be, hogy a 13-as alapt szamrendszerben azok
és csak azok a szamok oszthatok 3-mal, illetve 4-gyel, amelyeknél a
szamjegyek Osszege oszthatd 3-mal, illetve 4-gyel.

344. Keressiik meg azokat a szamrendszereket, amelyekben tet-
szOleges egész szam a-val valo oszthatosaganak feltétele a szamje-
gyek Osszegének a-val vald oszthatosaga (a>1 egész szam).

345. Mekkora a maradék, ha a 15-0s szamrendszerben felirt

123456789(10) (11) (12) (13) (14)

(lasd 320. b) feladatot) szamot 7-tel osztjuk?

346. A 9-es alapu szamrendszerben felirt N =234 780 160, szam
oszthato-e 27-tel? Hogyan lehetne megfogalmazni a 9-es szamrend-
szerben a 27-tel vald oszthatosag szabalyat?

347. Milyen g alapti szamrendszerben érvényes a kovetkezd oszt-
hatosagi szabaly: egy szam akkor és csak akkor oszthatd a-val, ha
a szam utolsé két szamjegyébol képzett kétjegyl szam oszthatd
a-val?

348. Hatarozzuk meg azt a legkisebb alapii szamrendszert,
amelyben a kovetkezo oszthatdsagi szabalyok egyszerre teljesiilnek:
1. Ha egy szam szamjegyeinek Osszege oszthato 5-tel, akkor a szdm
is oszthatd S-tel.
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2. Ha egy szam utolso két jegyébdl képzett kétjegyii szim oszthatd
7-tel, akkor a szam maga is oszthat6 7-tel.

349. A kovetkezd (kiilonbozo alapt szamrendszerben felirt) sza-
mok hianyzo jegyeit potoljuk gy, hogy
a) 2465.4 oszthato 7-tel és 4-gyel;

b) 1827.4 oszthat6 8-cal és 3-mal;
c) 24.3.¢ oszthatd 5-tel és 2-vel,

d) 25.6.g oszthato 7-tel és 4-gyel;

e) 392..,, oszthato 11-gyel és 3-mal;
f) 45.31.¢ oszthato 15-tel;

g) 35.2.4 oszthato 10-zel;

h) 47.3.4 oszthaté 14-gyel,;

i) 5.34.4 oszthato 12-vel;

J) 1..3.5 oszthato 20-szal.

350. Van-e olyan g alapu szdmrendszer, amelyben 45, és 55
egymast kovetd egész szamok?

351. A nyolcas szamrendszerben egy teljes négyzet ab3c alaku,
ahol a#0. Hatarozzuk meg, hogy milyen szam lehet a ¢?

352. Bizonyitsuk be, hogy barmely g > 3 természetes szam esetén
az N=1320, szdm oszthat6 6-tal.

353. Hatarozzuk meg a szamrendszer g alapszdmat, ha 4=1111,
szam oszthato 5-tel.

354. Hatarozzuk meg azt az ach 9-es alapi szamrendszerben
felirt haromjegyii szamot, amely a 7-es szamrendszerben felirva bca
alaku.

355. a) Igaz-e, hogy az 4=231 504, szam oszthat6 24-gyel?

b) Milyen g alapii szamrendszerben lesz 111, osztdja 10 101,-nek?

356. Bizonyitsuk be, hogy egy paratlan alapt szdmrendszerben
felirt egész szam akkor és csak akkor paratlan, ha paratlan sok
paratlan jegyet tartalmaz.

357. Egy szam a tizes alapu szimrendszerben aaaa alaki. Egy
mas alapu szamrendszerben a(3a) (4a) 2a)a alaki. Melyik ez a
szam?

358. Hatarozzuk meg x, a, b értékét ugy, hogy fennalljon a

234,+456,_, = 4ab,,

g
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egyenlOség (x a szamrendszer alapszama, a és b tizes szamrendszer-
beli szamjegyek).

*359. Egy szamrendszer alapszama kétjegyli szam. Melyik az a
tizes szamrendszerbeli szam, amely a szoban forgd szamrendszerben
1234 alakban irhatd, ha tudjuk, hogy a keresett szam oszthato
35-tel?

360. Egy Otjegyii, tizes szamrendszerben felirt paratlan négyzet-
szamban a paros, valamint a paratlan helyen allé szamjegyek dssze-
ge kiillon-kiilén 9. A négyzetszam alapja a nyolcas szamrendszerben
olyan haromjegyl szam, amelyben a szamjegyek Osszege 14. Melyik
ez a négyzetszam?

*361. Milyen alapu szamrendszerben lehet egyenld egy haromje-
gyl szam a szamjegyek forditott sorrendbe irasaval keletkez6é szam
kétszeresével?

362. Vizsgaljuk meg, hogy a négyzetszamok
a) 2-es; b) 3-as; c¢) 4-es;

d) 5-6s; e) 8-as; f) 12-es; g) 16-0s
alapu szamrendszerben milyen szamjegyre végzodnek.

*363. Bizonyitsuk be, hogy csak a 2-es, 3-as, 4-es, 5-0s, 8-as, 12-es
és 16-os alapu szamrendszerek rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal,
hogy az ezekben felirt négyzetszamok utolsé szamjegye szintén négy-
zetszam.

*364. Adottak a kovetkezd 6-os szamrendszerben felirt végtelen
szakaszos hatodostortek:

A= O’O?q;
A4, =000
A3=0,0002¢;
A,=0,00...02,.
—
(n—1) darab 0
Bizonyitsuk be, hogy a tizes szamrendszerben irt
1 1 1 | ’
B=—+ — + — +...+ — szam oszthatd 5-tel.
A, A, A A,
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6. Racionalis szamok

365. Végezziik el a kovetkezé miiveleteket:

3 5 9 17 33 65
)+ S+ -+ —+ o+ =T,
2 4 8 16 32 64
5 T 5 3 5 3
b) 1= +4— 45—+ -+ +1-;
S [ Rt TTRO ST T,
4 8 11 3
¢) 6= +T—+1—+3—;
9 25 36 100°
3 14 1R
d) > - —-=-12=;
49 25 49 T2

g 2 p1tfenlenmid)
“ 5173 48 “a)

f) 49: 1%+1i 61 7,5):1.4
o1 g) g Al
1 4 3 1
h) 16,92:(3=—-=); ; 2 g
1

j) 5+ 1; k) 1+
3+ — e
16 :
1
2+
24+ ——
1
2+ =
2
366. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:
) 5 N 5 + 5 O i 5
a it ——;
2.7 712 12.17 2571
4 4 4 4
b) + + Fot ———.
5:9 9-13 13:17 81 -85
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367. Hogyan valtozik az 1-nél nagyobb tort erteke ha a szamla-
l6jahoz és a nevezOjéhez ugyanazt a természetes szamot hozzaadjuk?

368. Hogyan valtozik az 1-nél kisebb tort értéke, ha a szamlaloja-
hoz és a nevezdjéhez ugyanazt a természetes szamot hozzdadjuk?

369. Igaz-e, hogy ha egy 1-nél kisebb tort nem egyszer(sithetd,
akkor azt a tortet sem lehet egyszerisiteni, amelyet ugy kapunk,
hogy ezt a tortet 1-bol kivonjuk?

370. Legyen n>2 természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy az
1 2 n—1

paros szamu nem egyszerusithetd tortet tartalmaz.

9a7b

g seey

5
n n n

tort

371. Allapitsuk meg az a, b szdmjegyeket gy, hogy

egyszerisithet6é legyen. Hany ilyen tortet kapunk?
372. Irjuk fel normalalakban a kovetkezd szamokat:

a) a Fold tomege; b) a Nap tomege; c) 345628,398;
d) 0,0000023907; e) az elektron toltése  f) 456,92606;
g) 0,00065000067; h) 23478,234; i) 56,43

j) 8,00061.

373. A kovetkez6 racionalis szamok koziil melyik nagyobb:
a) 17,586631 vagy 17,586817; b) —2,37561 vagy —2,37571;
¢) —0,786 vagy 0,687, d) 0,244444444 vagy 0,244.

381
374. Tudjuk, hogy a = €s = (ahol 5x és 8y tizes szamrendszer-
i

ben felirt kétjegyli szamok) tortek egyszeriisithetok és nem nagyob-
bak 7-nél. Melyik nagyobb a két tort koziil?

375. Rendezziik nagysag szerinti sorrendbe a kovetkezo raciona-
lis szamokat:

28773 29 17 5 7 36 29

a) 3 B Tk B) =i = ga— i B ilngs

3’ 30 7 11 4 3 5 11’15
376. A szamegyenesen abrazoljuk a kdvetkezd szdmokat:

4 4 3L Al 7

a) =2,5 — 75 =10, 75 2,5 IS T T s

3 3 7°21° 21 2

Van-e kozottiik két olyan, amelyiknek tavolsaga 5; 3,5; 2 3?
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377. Melyek azok az a racionalis szamok, amelyeknek a szam-
egyenesen
a) —1-t61 valo tavolsaga 3,5-nél kisebb;

1
b) a 2-tol valo tavolsaga nagyobb, mint 10 :

1
¢) a 15-t61 valo tavolsaga kisebb, mint E?
Abrazoljunk néhanyat a szamegyenesen.

1
378. Milyen n pozitiv egész szam esetén lesz az — szdmnak a
n

|
0-t6l valo eltérése — -nal kisebb?
100

2n—1
379. Hatarozzuk meg az n>0 egész szamot ugy, hogy a

1
szamnak a 2-t6l valo eltérése T -nal kevesebb legyen.

380. Adjunk meg néhany olyan raciondlis szimot, amelyik

) lésl; b) 1'21‘ 1’1' d)l’z'

a es 1; 3es 3 c)2es, 2683,
1, 1_ P I 1

oL g 100 *° 10

kozé esik.

2 3
381. Lehet-e a 5 €s 4—1 kozé 10 darab racionalis szdmot irni?

Lehet-e 10-nél tobb racionalis szamot kozéjiik irni? Keressiink elja-
rast, amelynek segitségével akarhany racionalis szaimot kozéjiik tu-
dunk irni.

382. Van-e a szamegyenesen olyan szakasz, amelynek minden
pontja racionalis szamot szemléltet?

383. Jeloljiink meg a szamegyenesen egy
a) a egész szamot

a
b) 5 tortszamot (a, b egész szamok).
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Van-e a szamegyenesen a utdn kovetkezd elsé racionalis szam? Es
a i sy
b utan kovetkezo els6 racionalis szam?

384. Van-e legkisebb pozitiv racionalis szam? Van-e legkisebb
nemnegativ racionalis szam? Van-e legnagyobb racionalis szam?

385. Bovitsiik a kovetkezo torteket Gigy, hogy nevezdjiik 10 hat-
vany legyen:

1- 4- 7~ 9 . 30
a) 3 b) 30’ c) 20° d) 75 €)§,

11 5 ARk 18
f) 125 g) 8" h) 0 i) 15’ J) 7

386. Valasszuk ki a kovetkezd raciondlis szimok koziil amelyek
véges, amelyek tiszta szakaszos vagy vegyes szakaszos tizedestort
alakuak:

i L PRI 9
a —, s e == s
18 20 “ 3200 ) 625 ¢) 300
89 1 1 210 71
Froay prt h) =5 e b Ll
Doa’ 91 )3 V29 ) 304

387. A kovetkezo allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?
a
Az b (a; b€ Z, (a; b) = 1) véges tizedestort.

1. Akkor és csak akkor, ha b-nek csak 2-es primtényezdje van.
2. Csak akkor, ha b 2-n kiviil mas primszimmal nem oszthato.
3. Ha b 2-n kivill mas primszimmal nem oszthaté.
4. Akkor és csak akkor, ha 3 nem osztdja b-nek.
5.Ha 3 nem osztdja b-nek.
6. Csak akkor, ha 3 nem osztdja b-nek.
7. Akkor és csak akkor, ha b-nek 2-n vagy-5-6n kiviil mas primténye-
zdje nincsen.
8. Ha b-nek 2-n és 5-6n kiviil mas primtényezdje nincsen.
9. Csak ha b-nek 2-n és 5-6n kivill mas primtényezdje nincsen.
Az allitdsunkat indokoljuk.
388. Meseorszagban a tablas csokoladét gy aruljak, hogy a
csokoladé mellé egy szelvényt is csomagolnak, és 10 dsszegyiijtott
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szelvény egy ijabb tabla csokoladét ér. Teljes csomagolasban meny-
nyit ér valojaban egy ilyen tabla csokoladé?
389, Irjuk fel a kovetkezd szakaszos tizedestorteket végtelen mér-
tani sor alakban:
a) 03; b) 06, ¢) 09 d) 035 e) 0,34 1) 9,624
390. Irjuk fel két egész szam hanyadosaként;
a) 0,12; b) 0,00298; ¢) 0,035 d) 0,1263; e) 1,24
f) 15,138,
391. Igazoljuk, hogy a 0.,d,...q, tiszta szakaszos tizedestort (a
a0y

"W’(_T . aqay...ag k-je-

szakasz k jegybdl all) a kovetkezd alaku:

gyl szamot jelent.

392. Igazoljuk, hogy a 0, b,...b,d;...d; vegyes szakaszos tizedes-
. b-10+a—b ] ot b3 RIWHD ) )
tort ————— alaky, ahol b = b,...b, n-jegyl tizes szdmrend-
107(10%*—1)

szerbeli szam, a = a,...a; k-jegyil tizes szamrendszerbeli szam.
= a
393. Irjuk fel az Osszes 5 szamot ((a; b) = 1) amelynek tizedes-
tort alakja @) 0, x...; b) 0, xy... alaku. (x; y szamjegyek.)
3 3

394. Mutassuk meg, hogy ha x, y racionalis szdmok és ]/}+ Vy =
3 3

= 1, akkor ‘/; €s [/; is racionalis szamok.
395. Egy derékszogli haromszog teriiletének mérészama raciona-
lis szam. A kovetkezd allitasok kozill lehet-e mindegyik igaz?
1. Mind a hirom oldal mérészama racionalis.
2. Két oldal mérészama racionalis.
3. Egy oldal mérészama racionalis.
4. Nincsen olyan oldal, amelynek mérdszama racionalis.

396. Mutassuk meg, hogy ha cos a = £ ahol p; g # 0 egész sza-
q
mok, akkor ¢” cos no (n pozitiv egész szam) egész szam.
% 1y"
*397. Ha a és b egész szamok, akkor <a+ 5) +(b+ 5) csak

véges sok pozitiv egész n-re lehet egész szam. Bizonyitsuk be.
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398. A kovetkezd allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?
Miért?
|. Ha az a, b racionalis szamok Osszege egész szam, akkor a is €s b
is egész szam.
2. Ha az a, b racionalis szamok szorzata egész szam, akkor a is €s
b is egész szam.
3. Ha az a, b racionalis szamok a— b killonbsége egész szam, akkor
ais és b is egész szam.
4. Ha az a racionalis szam négyzete egész szam, akkor a is egész.
5. Ha a b racionalis szam, akkor b? is racionalis szam.
*6. Ha az a és b racionalis szamok Osszege és szorzata egész szam,
akkor a is és b is egész.

399. Bizonyitsuk be, hogy 3-nak nincsen olyan racionalis kitevo-
jii hatvanya, amely egyenl6 lenne 5-tel.

400. Legyen p, ¢> 0 egész szam olyan, hogy egyszerre teljesiiljon
a kovetkezd két feltétel:

90 < p+q < 100; 09 <Z <091

q
Hatarozzuk meg a p, g szamokat. Hany megoldast kaptunk?

401. Bizonyitsuk be, hogy az a szam akkor és csak akkor racio-
nalis, ha létezik olyan pozitiv k egész szam, hogy [ka] = ka. (A []
egészrészt jelent.)
nt2  n*+n® o+l

2 o4 3eal
n>0 egész szam) tortek szorzata természetes szam.

402. Mutassuk meg, hogy az (ahol

1
403. Bizonyitsuk be, hogy o
el

irhato fel véges tizedestort alakban.

*404. Legyenek a és ¢ pozitiv egész szamok és b egy szamjegy a
tizes szamrendszerben. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan a, b, ¢
szamharmast, amelyre egyszerre teljesilnek a kovetkezé feltételek:

I’ ahol n>0 egész szam, nem

cta
c,

(a,bbb...)*> = ¢, 1...(a, b... és ¢, 7 végtelen tizedestortek) és ——
c—a

egész szam.
405. Az Osszes természetes szam egymads utan irasaval keletkezd
szam (0,123456789101112...) lehet-e szakaszos tizedestort?
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7. Irracionalis szamok

406. Bizonyitsuk be, hogy
a) I35 b) |55 ¢) J17; d) J101; ) J120; f) a, ahol
a>0 egész és nem négyzetszam,
irracionalis szamok.
407. Mutassuk meg, hogy
5 6

3 4
a) V72, b) V& ¢) JZ d) 3% e 110%

irracionalis szamok.

k

408. Bizonyitsuk be, hogy ha az 1/5 szdm nem k-adik hatvinya
egy természetes szamnak, akkor g irracionalis szam.

*409. Igaz-e, hogy Ja®+1 irracionélis szdm, barmely a>0 egész
szam esetén?

410. Mutassuk meg, hogy
a) log,3; b) logs10; ¢) logg32; d) 1g12
irracionalis szam.

411. Mutassuk meg, hogy lg (2*5*) nem irracionalis (k =0 egész).

412. Mutassuk meg, hogy ha k és / két kiilonb6z8 nemnegativ
egész szam, akkor lg (2*5) irracionalis szam.

3
413. Bizonyitsuk be, hogy 1@— V§ irracionalis szam.
*414. Igaz-e, hogy sin 10° nem racionalis szam?
*415. Bizonyitsuk be, hogy cos 20° irracionalis szam.

‘ 416. Igazoljuk, hogy ha sin 3« irracionalis szam, akkor sin « is
irracionalis szam.

417. Igaz-e, hogy
a) ha cos o racionalis szam, akkor cos 3a is racionalis szam;
b) ha cos 3a irracionalis szam, akkor cos « is irracionalis szam?

; 7 T
418. Bizonyitsuk be, hogy a cos 7 (n=2) irracionalis szam.

419. Neégyzetes pontracson tudunk-e olyan egyenest rajzolni,
amely egyetlen racsponton megy 4t?
420. Melyik a legkisebb pozitiv szam a kovetkezd szamok koziil:
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a) 10-3)11;  b) 3J11-10; ) 18—5/13;
d) 51-1026; ) 10J26—51.

421. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezé szamok kozil melyek
irracionalisak, melyek racionalisak:

a) J4+23+)4-2)3; b) |/14+6)/5+)14—6]5;
3
; ‘/E(3V§_5) 3 3 — .
c) 2+)3 |/_2—, d) |/5+2)13+)/5-2/13;
3 3 3 3
e) J2+15+)2-)5; £) 2+ 3+)2-)3.

422. Dontsiik el, hogy a kovetkezd allitasok koziil melyik igaz,
melyik hamis:
|. Két irracionalis szam Osszege irracionalis szam.
2. Két irracionalis szam kiilonbsége irraciondlis szam.
3. Két irracionalis szam szorzata irraciondlis szam.
4. Van olyan irracionalis és racionalis szam, melyek sszege raciona-
lis.
5. Van olyan irracionalis és racionalis szam, amelyek szorzata racio-
nalis.
6. Egy irracionalis és egy nem 0 racionalis szam hdnyadosa irracio-
nalis.
7. Van olyan irracionalis és racionalis szam, amelyek kiilonbsége
irracionalis.
423. Mutassuk meg, hogy ha u és v két olyan irracionélis szam,
amelyre u+ v racionalis szdm, akkor u— v és u+ 2v irracionalis.-
424. Van-e a szamegyenesnek olyan szakasza, amelynek minden
pontja irracionalis szimot szemléltet?
425. Allapitsuk meg, hogy a kovetkezé allitdsok koziil melyik
igaz, melyik hamis:
1. Barmely két irracionalis szam kozott van racionalis szam.
2. Barmely két irracionalis szdm kozott van irracionalis szam.
3. Van 10 utan kovetkezd elsé irraciondlis szam.
4. Van legkisebb pozitiv irracionalis szam.
5. Van legnagyobb irracionalis szam.
426. Szerkesszilkk meg a szadmegyenesen a ﬁ; 1/5 ; 1/3 helyét.
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427. Hany olyan egész szam van, amelynek a

a) 3-t6l; b) J10-t81; c) J26-t1; d) J125-t61; o) —1/330-tol
1

valo eltérése abszolutértékben 2 -nel kisebb? Hatarozzuk meg mind- |

egyik esetben az egész szamot.
428. [gaz-e, hogy barmely v irracionalis szimhoz egyetlen olyan

Ty R 1
k egész szam talalhato, amelyre [v—k| < 5?

429. frjunk fel olyan racionalis szimokat, amelyeknek a [/E-tc'il
valo eltérése

1
— -nél; b) — -nal; —— -nél:
a) 10 ne ) 100 nal; c) 105 nél;
d) 1 al : A 1 :
-~ -nal; s=—=~ndl; :
20 ¢) 500 PN
kevesebb.

430. Keressiink olyan L (P, q egész szamok) alaku racionalis
q

szamokat, amelyeknek a |/2-t6] valo eltérése 24 -nal kisebb. Legyen
q

q=1;5; 6; 7; 8.
*431. Bizonyitsuk be, hogy az u irracionalis szimhoz talalhato

1
e
2q

u— —

V4 S i ,
olyan - racionalis szam, hogy
q q

432. Keressiink olyan 2 racionalis szamot, amelynek
a) |3-tl;

1
valo eltérése T -ndl kisebb, ahol g=1; 5; 6; 9; 10.
q

b) m=3,1415928-t61

433. Keressiink olyan g raciondlis szamot, amelynek
q

a) |2-tél; b) J3-tél;

1
valo eltérése — -nal kisebb. q=15; 25; 75.
q

¢) m-t6l
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434. Bizonyitsuk be, hogy az u irracionalis szimhoz talalhaté

P By il 2
olyan — racionalis szdm, amelyre

u— —| <

1
al ¢
*435. Mutassuk meg, hogy a [/g; 2[/§; ...; 103 szamok ko6zott van

1
legalabb egy olyan, amely valamelyik egész szamtol 10 -nél keveseb-

bel kiilonbozik.
*436. Mutassuk meg, hogy az e; 2e; 3e; ...; 1000e szamok kozott

1
van legalabb egy olyan, amely valamelyik egész szamtol @-nél

kevesebbel tér el (e=2,71... irracionalis szim). Milyen szamot irhat-
nank még az e helyébe?

437. Abrazoljuk gondolatban a szamegyenesen azokat a raciona-
lis szamokat, amelyek a ﬁ-t alulrol és felulrdl

1
— -nél; — -nal
10 100
kisebb hibaval kozelitik meg. Milyen intervallumokat kaptunk? Ha
tovabb folytatnank a kozelitd raciondlis szamok felirasat, mit mond-
hatnank az intervallumokrél és azok hossz4rol?
438. Abrazoljuk a szamegyenesen az
2n—1 2n+1
= - B =

n > n

n

1
; —— -nél
1000

(ahol n>1 egész szam)

szamok koziil néhanyat. Igaz-e, hogy az [4; B] < [4;; B,]-nak?
TetszOlegesen megadva egy pozitiv szamot, van-e ennél kisebb hosz-
szusagu [4,,; B,] intervallum? Van-e olyan szam, és hany, amelyik
mindegyik [4,; B,] intervallumban benne van?
439. Bizonyitsuk be, hogy az
1 1 1

1
Ady=—+-—+.+——— & B, =dA+-
1-2 2-3 n(n+1) n
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szamok a szamegyenes egymasba skatulydzott intervallumainak
végpontjai és az intervallumok hossza 0-hoz tart. Melyik valds
szamot hatarozhatjuk meg igy?

*440. Mutassuk meg, hogy

o L] emra.

intervallumsorozat a szamegyenesen egyetlen valos szamot hatiroz
meg.

441. Harom tizedesjegy pontossaggal 1g 2=0,301 és 1g 3=10,477.
Ennek alapjan hatarozzuk meg, hogy

) 8 b) 9 ) 10 y 11

a) —, = =i >

7 70 97 V3
szamok koziil melyik kozeliti meg legjobban logs 10 értékét.

442. Melyik az a legkisebb pozitiv n egész szam, amelyre
Jn—|n—1 < 0,012

443. Bizonyitsuk be, hogy [(ﬁ+ 1)"], ahol n € N szam, felvaltva
paros vagy paratlan ([ ] a szam egészrészét jeloli).

444. Mutassuk meg, hogy a (7+/50)3 szam tizedestort alakjaban
a tizedesvesszO utan harom 0 all.

*445. Milyen szamjegy all az

A = (15+)220)*° +(15+}220)82

szam tizes szamrendszerbeli alakjaban az egyesek helyén?
446. Bizonyitsuk be, hogy n darab valds szambol kivalaszthato
néhany ugy, hogy a kivalasztottak Gsszege valamely egész szamtol

)1
“ 5

-nél kevesebbel tér el.
n+
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8. A szamfogalom bdvitésével
kapcsolatos néhany feladat

447. A valds szamok halmazaban legyen a szokasos két miivelet
az osszeadas és szorzas, tovabba definialjuk a * miveletet a kovetke-
zOképpen: a * b = ab—2(a+b)+6.

a) Mutassuk meg, hogy a * mivelet kommutativ, asszociativ €s
létezik olyan a, illetve e € R, hogy barmely valés a szam esetén
a*o=a*a=otovabbd a*e = a.

b) Az a valos szamhoz hatirozzunk meg olyan p elemet, amelyre
a*xp=e.

448. A valds szamok halmazaban legyen a szokasos negy alap-
miivelet, tovabba definialjuk az alabbi miveleteket. Vizsgaljuk meg,
hogy a definialt miveletek kommutativok, asszociativok-€?

a) a°b = 2a—b+ab:; b) a*b = ab—2a—2b+5;

a

b
c) a®@b=|b—al; d) a®b=z+;, a#0, b#0;

e)a@b=%+1; b0.

449. Definialjuk a valds szamok halmazaban a kovetkez0 miive-
letet acbh = (@a+1)(b+1)—1. A kovetkezd allitasok koziil melyik
igaz, melyik hamis:
l.aeb = bca minden valos a, b-re.
2.a°(bec) = (a°b)+(a°c) minden valos a, b, c-re.
3.(a—1)c(a+1) = (a°a)—1 minden val6s g-ra.
4.a°0 = a minden valés a-ra.

S5.a°(boc) = (a°b)°c minden valds a, b, c-re.

450. A valds szamok halmazdban értelmezheté-e olyan * muve-

let, melyre igaz a kovetkezo két tulajdonsag:

1. Barmely valos a szdmra és 0-ra a * 0 = a>.

2. Barmely valos a, b, ¢ esetén (a+c) * (b+c) = ax* b, ahol a ,,+7
jelenti a valos szimok halmazaban az Osszeadast.

451. Hatarozzuk meg az a valos paraméter értékét ugy, hogy a
valos szamok halmazan értelmezett x °y = a(x+y)— xy mivelet
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kommutativ, asszociativ legyen, tovabba legyen olyan e szdm, hogy

x°e = x teljesiiljon.

452. A pozitiv valos szamok halmazan értelmezziik a * -gal jelolt
a’+b
a+b?
dast, a tértvonal az osztast jelenti. Kommutativ, asszociativ-e ez a
miivelet? Keressilk meg az a*x = b* b, b*x = g+ a egyenletek
Xy, X, illetve x;, x, gyokeit. Igazoljuk, hogy fennall ezekre a gyo-
kokre az x; * x, = x3 % x, = 1.

453. Legyen d pozitiv valés szam, és tekintsiik a d-nél kisebb
nemnegativ valés szamok L halmazat. Az L halmazban definialjunk
egy * miveletet a kovetkezéképpen: barmely x, y € L-re

X+

miiveletet a kovetkezdképpen: a * b = ahol ,,+” az dsszea-

4 . Vizsgaljuk meg, hogy
R
4
a) x*y eleme-e L-nek;
b) asszociativ-e a miivelet;
¢) igaz-e, hogy x * y; = x * y,-bdl V1=Y, €8 x; %y = x, * yp-bol
x; =Xx, kovetkezik?
454. Legyen a, b tetsz8leges racionalis szim. Tekintsiik az g+ b[/i
alaku szamok M halmazait.
a) Mutassuk meg, hogy barmely két M-beli szam Osszege, kiilonb-
sége, szorzata, hanyadosa is eleme M-nek.
b) Jeldljiik K-val azon szamok halmazat, amelyek u+ vﬁ alakuak,
ahol u, v € M-nek. Igaz-e, hogy a K-beli elemek Osszege, kiilonbsége,
szorzata, hanyadosa szintén eleme K-nak?
¢) A K halmaz bSvebb-e, mint az M halmaz?

xX*y=

3
d) A kovetkezd szamok benne vannak-e M-ben: 18; [/5; ‘/5?
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9. Komplex szamok

A komplex szam fogalma, dbrdzoldsa

455. Végezziik el a kovetkezd négyzetgydkvonasokat:
16 1
&) thsroes d) || -5—.

a) |[-25; b) J-9; 5 v

456. Az x milyen értékeire képzetesek a kovetkezd kifejezések?

X 2 x
al 3=x b) 2x+38; c) 1—5, d) P

457. Hatarozzuk meg az x és y valds szimokat tigy, hogy az
A+2)x+(B—-5)y=1-3i

egyenldség fennalljon.

458. A komplex szdmok egyenléségének feltétele alapjan hata-
rozzuk meg az x és y valds szamokat, ha
a) 2+ix—3iy = 14i+3x—5y;

8i 10
b) —+iy—2="Ti— — +y;
X x

¢) aix+biy—a = i—a’x—b%*y, ha a#b, és a#0.
459. Abrazoljuk a komplex szdmsikon a kovetkezd komplex
szamokat:
a) i b) —i
1

c) 1+ d) 1-i e): 2 i
1
N 1+2%  g) o - i

3
o5 R 32 i) V2— 2.
460. Hatarozzuk meg a c, d valos szamokat uigy, hogy teljesiiljon:

1
a) c+di=10-3i; b) 2c+di=3-2i; ¢) §c+3di= Iz

d) %c—Sdi =21 e) 2+ (5¢—3d)i = 3¢c—5d+ 14i.

461. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a kovetkezd ma-
sodfoku egyenleteket, és abrazoljuk a gydkoket a komplex szamsi-
kon.
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a) x>—2x+10 = 0; b) x2—4x+29 = 0;
c) x2—6x+25=0; d) x*+121 =0.

462. Egy téglalap kozéppontja az origd, oldalai a koordinataten-
gelyekkel parhuzamosak, és egyik csticsa — 5+ 3. frjuk fel a téglalap
tobbi csticsat.

Miiveletek komplex szamokkal

463. Végezziik el a kijelolt miiveleteket:

a) 3i+4i; b) 5i—|—36; c) %H—I/ . 4—1‘;
d) 4i-3i; e) (—3i) (- 6i); f) (a+b)i- (a—b)i;
3.
—14i 7 4!
; h : et
9) = ) osi Y 5

— =i
2
464. Szamitsuk ki és abrazoljuk a komplex szamsikon a kdvetke-

z6 miiveletek eredményeit:

a) (5+5)+(10+4)+(6—5); b) <g~ 1i>+<§+ 11‘);

3 2 4 5
¢) (5+3i)—2—i); d) 23+ 5i)— 54— 2i);
e) i(1+67)—i(—4+ 5i0); f) A+ a-i;

g) (1+5i) (2— 5i); h) 2-5:3,-; i) i:l
1

465. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket:
a) Q+i)—(1—i)+B—6i);
b) (2a—3bi)+(—a— bi)+ (4a+ 2bi)— (2a— 5bi);
c) (2+3i) (4—1i)+ 2+ 50);
*d) (x—1-)(x—1+) (x+1+0) (x+1-1).
466. Hatarozzuk meg az x, y valos szamokat ugy, hogy
a) (4+5i)+(x+yi) Osszeg valos szam legyen;
b) 2—i)+(x+yi) Osszeg valds szam legyen;
c) (3+8i)+(x+yi) Osszeg képzetes szam legyen;
d) (6—7i)+(x+yi) Osszeg képzetes szam legyen;
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e) (a+bi)+ (x+yi) Osszeg valdos szam legyen;
f) (a+bi)+(x+yi) Osszeg képzetes szam legyen;
g) 2+ (x+yi) szorzat valos szam legyen;
h) (a+bi) (x+yi) szorzat valos szam legyen;
i) (a+bi)(x+yi) szorzat képzetes szam legyen;
j) (a+bi)és (x+yi) komplex szamok Osszege €s szorzata is valos
szam legyen.
Az egyes feltételeknek adjunk geometriai jelentést is.
467. Mi a feltétele annak, hogy két komplex szam Osszege valos
szam legyen?
468. Adjunk meg két olyan komplex szamot, amelynek az
a) Osszege; b) szorzata; c) Osszege €s szorzata
valds szam.
469. Mutassuk meg, hogy az

x2—(3-2)x+(5-5)=0

komplex egyiitthatos masodfoku egyenlet gyokei a 2+i és 1—3i
komplex szamok.
470. Igazoljuk, hogy az

x3—9x2+18x+28 =0

harmadfoku egyenlet gyokeia —1; 5+ i1/§; 5— i‘/g komplex szamok.
471. Mutassuk meg, hogy az

x*—30x*+289 =0

negyedfoku egyenlet gyokei a 4+i; 4—i; —4+i; —4—i komplex
szamok.
472. Oldjuk meg a komplex szdmok halmazdn a kovetkezd

egyenletrendszereket:
o) {(2+i)x+(2—i)y = 6;

(B+2)x+B -2y = 8.
b) {(3—i)x+(4+2i)y = 2+6i;

4+2)x—(2+3i)y = 5+4i.
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A komplex szam konjugdltja és abszolitértéke

473. Trjuk fel a kdvetkezd szamok konjugaltjat, és abrazoljuk a
komplex szamsikon:

a) s; b) 2i c) —5i
d) 1+ e) —2+3;; f) 8—1Ti.
474. Szamitsuk ki a kovetkezé komplex szamok abszolutértékét:
a) 3i; b)) i 20 ¢) 2—=1i
11511
d) 5+2i; 6—3i; e
; e) i /) 5T

475. Szamitsuk ki a kovetkezd komplex szamok konjugaltjanak
abszolutértékét. Abrazoljuk a komplex szamot és a konjugaltjat is
a komplex szamsikon:

a) 3—2i b) 2+7i ¢) =53¢
1 1 /3 2 1
d) -~ +-i - — - —+ =~
)3t g ¢ =y 3ty

476. Milyen hosszuak az
1-43; 25 -1-if3
csucspontu haromszog oldalai?

477. Bontsuk fel komplex tényezdk szorzatara a kdvetkezd kife-
jezéseket:

a) a*+b?% b) a*+4; c) a*+2.

478. Igazoljuk, hogy két komplex szdm Ssszegének konjugaltja
egyenld a komplex szamok konjugéltjainak 6sszegével, a szorzatuk
konjugaltja egyenld a tényezok konjugaltjainak szorzataval.

Mit mondhatunk két komplex szdm hdnyadosanak konjugaltjarol?

479. Adjuk meg azokat a szamokat, amelyeknek konjugaltja az
eredeti szam

a) négyzete; b) kobe.
480. Igazoljuk, hogy ha z = a+ bi, akkor
la| + b

IA

= lz| £ lal+1b].
2

481. Bizonyitsuk be, hogy ha z, és z, komplex szamok, akkor
igazak a kovetkezd allitasok:
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b) |zi— 2z, 2 llz4] = |2,]l;
| P |-Zl-|, z, #0.
2y |22
482. Igazoljuk, hogy egy komplex szam valds szamszorosanak
vektora egyenl6 a komplex szdm vektoranak valos szamszorosaval.
484. Igazoljuk, hogy egy komplex szam i-szeresét ugy abrazol-
hatjuk, hogy a komplex szdm vektorat +90°-kal elforgatjuk.
485. Igazoljuk, hogy
a) két komplex szam szorzatahoz rendelt vektor hossza egyenld a
komplex szamok vektorai hosszanak szorzataval.
b) két komplex szam szorzatahoz rendelt vektor iranyszoge egyenld
a komplex szdmok vektorai iranyszogének Osszegével.

a) |zy+z,| £ |z91+1z,505

c) |z1z5] = |zql 12,5 d)

A komplex szamok trigonometrikus alakja

486. Irjuk fel a kovetkezd komplex szamok trigonometrikus

alakjat:
a) 1; b) —1; c) i
d) —i e) 2i f) 1+i;
g) —1+i; h) 1—i i) 1+43;
i) 3-i k) |2+ 2 1) 3+i.
487. Szamitsuk ki a z,z, szorzatot és a A hanyadost, ha

Zy

3

2 2 3 n n
zy = VZ(COSER: +isin?n>, Z, = [/i(cos§+ism 3—)
488. frjuk fel algebrai alakban a kovetkezd komplex szamokat:

b) 4 cos” +isinZ
oS — 1sm — |,
CS6 ”

3 _27z+. 2 d) 5 n+'s' 2
—|; = in— ).
¢) 3| cos 3 isin : ) cos4 i 1

a) 6(cos 0° +isin 0°);

3
489. Igazoljuk, hogy
a) (cos a+isin a) (cos f+isin f) = cos(x+ )+ i sin(o+ f).
b) (cos a+isina)® = cos 3o+ sin 3a.
¢) (cos a+isin a)" = cos no+isinna, ha ne N*.
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