





gely koriil. Igazoljuk, hogy az ABCA vegyesvonalti idom leirta test térfo- |
gata egyenld a BA D éltal leirt forgaskup térfogataval; tovdbba, hogy &
DACD vegyesvonali idom &ltal leirt gombszelet térfogata egyenld
azzal a térfogattal, melyet a BCOD héromszog ir le (2872. dbra).
2878. Adott egy m oldalti szabédlyos sokszdg, oldaldnak hossza a. Forgassuk
egy oldala koriill. Mekkora & keletkezett forghstest felszine és térfogata ?
$874. Adott egy m oldalii szabélyos sokszdg, oldalénak hossza a. Forgassuk
az egyik csticsén atmend, a csicshoz tartozé tiikértengelyre merdleges
egyenes korill. Mekkora a keletkezett forgéstest felszine és térfogata?
9875. Az O és O’ kozéppontt R és R’ sugarti korék kiviilrsl érintik egymést az
| A pontban. A kozos kiils6 érinték egyike a koroket az E, illetve E’
pontban érinti. (2875. 4bra.) Forgassuk idomunkat az 00" egyenes koril;
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a korok soprik a G és U gombo. ... szakass: a O csonka kipot.

' Tekintsitk még a C csonka kdp kiwé irt ¢~ gdmbot. Igazoljuk, hogy &
G’ gombnek a C csonka kipon kiv:1 le: 4 vésze kétakkora térfogatu,
mint a csonka kipnak az a része, amely a G és @' gombok kozé esik.
Mutassuk meg tovabba, hogy az utéhbi tost ¢ +venlS térfogata azon két
test egyiittes térfogatdvai, ameiyeket A, iietve A’ hirok és az 2
4ltaluk hatérolt korivek a forgataskor goportek. .

MERTANI HELYEK

b2

9876. Mi lesz a térben egy adott pontté’ wdott tdvolsigra lev$ pontok halmaza?
2877. Hatdrozzuk meg a térben az oiy.n pontok mértani helyét, amelyeknek
‘ egy adott ponttol valé tévolsiga gy adott tévolsdgndl kisebb.

9878, Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek
egy adott ponttél vald tdvolsiga gy adott tdvolsdgndl nagyobb.

9879, Hatérozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazat, melyek egy adott
_ ponttdl adott tavolsagra vannak, és egy adott sikba esnek.
2880. Hatérozzuk meg & tér olyan pontjainak halmazét, melyeknek egy adott

b3

ponttél valé tévolsiga adott thvolségnal kisobb, és adott sikba esnek
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2881.

2882,

2883.

2884.

2885.

2886.

2887.

2888.

2889.

2890.

Hatdrozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazét, amelyeknek egy adott
ponttél valé tivolsiga egy adott tdvolsdgnsl nagyobb, és egy adott
sikba esnek.

Hatérozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyek egy adott
ponttdl adott tivolsdgra vannak, és egy adott egyenesre esnek.
Hatérozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyeknek egy
adott ponttdl vald tdvolsiga egy adott tdvolsagnal kisebb, és egy adott
egyenesre esnek.

Hatérozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyeknek egy
adott ponttél valé tivolsiga egy adott tévolsignal nagyobb, és egy
adott egyenesre esnek.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek
egy adott egyenestdl val6 tdvolsiga

a) egy adott tavolsiggal egyeni,
b) egy adott tdvolsignal kisebb,
¢) egy adott tdvolsdgnal nagyobb.

Hatdrozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyeknek egy
adott egyenestsl valé tavolsiga

a) egy adott tdvolsiggal egyenls,
b) egy adott tdvolsiagnal kisebb,
¢) egy adott tdvolsagnal nagyobb,
és egy adott sikra esnek.

Hatdrozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazat, amelyeknek egy adott
egyenestdl vald tdvolsaga

a) egy adott tdvolsiggal egyenls,
b) egy adott tdvolsdgndl kisebb,
¢) egy adott tavolsdgnél nagyobb,

és egy adott egyenesre esnek.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek
egy adott siktél valé tdvolsiga,

a) egy adott tdvolsidggal egyenld,
b) egy adott tdvolsidgn4l kisebb,
¢) egy adott tdvolsdgnil nagyobb.

Hatérozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazit, amelyeknek egy adott
siktél valé tavolsdga ‘

a) egy adott tivolsiggal egyenls,
b) egy adott tdvolsdgnal kisebb,
¢) egy adott tdvolsdgnal nagyobb,

és egy adott sikra esnek.

Hatdrozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazét, amelyeknek egy adott
siktél valé tavolsdga

a) egy adott tdvolsiggal egyenld,
b) egy adott tdvolsdgndl kisebb,
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2891.

2892.

2893.

2894.

2895.

2896.

2897.
2898.
2899.

2900.

2901.

2902.
2903.

2904.
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¢) egy adott tdvolsdgnél nagyobb,
és egy adott egyenesre esnek.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok halmazét, amelyeknek egy
adott gombfeliilett6l vald tdvolsaga

a) egy adott tavolsaggal egyenld,
b) egy adott tdvolsignal kisebb,
¢) egy adott tavolsagnal nagyobb.

Hatarozzuk meg a tér olyan pontjainak halmazat, amelyeknek egy adott
gombfelillettsl valé tdvolsiga '

a) egy adott tavolsiggal egyenld,
b) egy adott tavolsignal kisebb,
¢) egy adott tdvolsignal nagyobb,

és egy adott sikra esnek.

Hatérozzuk meg a tér. olyan pontjainak halmazat, amelyeknek egy adott
gombfeliilettSl valé tavolsiga

a) egy adott tavolsiggal egyenld,
b) egy adott tavolsignal kisebb,
¢) egy adott tavolsignal nagyobb,
és egy adott egyenesre esnek.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
adott A ponttél adott @ és egy adott B ponttol adott b tavolsagra vannak.
Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek két
adott ponttél egyenls tdvolsigra vannak. , Nt 0 0
Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek két adott
ponttél egyenld tavolsdgra vannak, és egy adott sikra esnek.
Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, melyek két- adott
ponttdl egyenld tévolsagra vannak, és egy adott gombre esnek.
Hagérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
adott 4 ponttdl tdvolabb vannak, mint egy adott B ponttol.
Hatarozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy adott
A ponttél tdvolabb vannak, mint egy adott B ponttél, és egy adott
sikra esnek.

Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy adott
A ponttél tavolabb vannak, mint egy adott B ponttdl, és egy adott
egyenesre esnek.

Hat4rozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy-
részt az adott A és B pontoktél, mésrészt az adott C és D pontoktdl

egyenl tavolsigra vannak.
Hatarozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek

két adott pomttsl mért tavolsdga olyan, hogy ardnyuk adott allando.
Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek két adott!

ponttél mért tavolsaga olyan, hogy ardnyuk adott 4llandd, és egy adott
sikra esnek.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek:

két adott ponttél mért tévolsiga olyan, hogy négyzetiik kiilonbsége
adott 4llando.

2905.

2906.

2907.

2908.

2909.

2910.
2911.

2912,

2913.

2914..
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2919.
2920.
2921.
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Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek két adott
ponttél mért tdvolsdga olyan, hogy négyzetiik kiilsnbsége adott 4llandd,
és egy adott sikra esnek.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekre két
adott ponttél valé tévolsdguk egy-egy adott szimmal szorzott négyzetei-
nek az osszege adott allandé.

Hatdrozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeket az
jellemez, hogy két adott ponttdl valé tévolsdguk osszege adott 4llandé.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeket az
jellemez, hogy két adott ponttél valé tévolsaguk kiilonbségének az
abszolit értéke adott 4llandé. ' .
Hatdrozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeket az
jellemez, hogy hidrom nem egy egyenesbe esé adott ponttél egyenld
tavolsagra vannak. _

Hatarozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
adott kér pontjaitél egyenls tavolsigra vannak.

Hatarozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyeknek
hirom {nem egy egyenesre es§) adott ponttél mért tavolsdgai harom
adott szimmal aranyosak. :

Hatarozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek hérom (nem
egy egyenesbe es) adott ponttél egyenlS tdvolsigra vannak, és egy
adott gombfeliiletre esnek. 7

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
adott ponttél és egy adott siktol egyenls tdvolsdgra vannak. (Az adott
pont nincs az adott sikon.)

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
adott ponthoz kozelebb vannak, mint egy adott sikhoz.

Hatarozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
adott ponttél tavolabb vannak, mint egy adott siktél.

Hatdrozzuk meg egy adott sikon az olyan pontok mértani helyét, ame-
lyeket egy adott A és egy adott B ponttal 6sszekétve, a sikkal egyenld
szogeket bezir6 egyeneseket kapunk.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekbél
egy adott szakasz litészige derékszog. ;

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekbél
egy adott szakasz latészoge tompaszog. '

Hatarozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl
egy adott szakasz ldtészoge hegyesszog.

Hatarozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl a tér egy
adott szakaszénak litészoge derékszog, és egy adott sikra esnek.
Hatérozzuk meg egy adott pontbél egy adott

a) sugirsor,
b) siksor
elemeire bocsdtott merdlegesek talppontjainak a mértani helyét.

Hatérozzuk meg egy adott pontnak egy adott

a) sugirsor,
b) siksor

elemeire vonatkozé tiikkorképeinek a mértani helyét.
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Adott AB szakasz mozogjon a térben tgy, hogy mindig parhuzamos
maradjon-egy adott egyenessel, és az A végpontok lefrnak

a) sikot,

b) egyenest,

¢) gombfeliiletet.

Hat4rozzuk meg a B pontok mértani helyét.

Hatérozzuk meg a KP szakasz felez6pontjinak a mértani helyét, ha K
a térben rogzitett pont, és P

a) sikot,

b) kort,

¢) egyenest

ir le.

Hatarozzuk meg a KP szakaszt adott ardnyban oszté pontjénak a mér-
tani helyét, ha K a térben rogzitett pont, és P

a) sikot,

b) kort,

¢) egyenest

ir le.

Hatarozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek két
parhuzamos egyenestdl egyenlS tdvolsdgra vannak.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek két
metsz8 egyenestdl egyenls tavolsigra vannak.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy
héromszog oldalegyeneseit§l egyenl$ tdvolsigra vannak.

Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek két parhuza-
mos egyenestsl egyenls tavolsdgra vannak, és egy adott sikra esnek.
Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek két metsz6
egyenest§] egyenld tavolsagra vannak, és egy adott sikra esnek.

Adott két kitérs egyenes: e és ¢’. Keressilk az olyan pontok mértani
helyét, amelyeket gy nyeriink, hogy az e egyenes tetszés szerinti B
pontjit az ¢’ egyenes tetszés szerinti E' pontjival osszekotd szakaszt
megfelezziik.

Adott két kitéré egyenes: e és ¢’. Kossiik dssze az e egyenes tetszés szerinti
E pontjit az ¢ egyenes tetszés szerinti B’ pontjaval. Hatérozzuk meg
az BE' szakaszokat adott ardnyban oszté pontok mértani helyét.
Adott két egymssra merGleges kitérd egyenes. Egy adott hosszisigi
szakasz tigy mozog, hogy végpontjai az egyeneseken vannak. Hatérozzuk
meg a mozg6 szakasz felezbpontjanak meértani helyét.

Adott két egymésra meréleges kitérS egyenes. Egy adott hosszisigu
szakasz igy mozog, hogy végpontjai az egyeneseken vannak. Hatérozzuk
meg a mozgd szakaszt adott ardnyban oszté pont mértani helyét.
Hatérozzuk meg adott irdnyt egyenesek két adott sik kozé esd szakaszai
felez6pontjainak a mértani helyét.

Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl
két adott phrhuzamos egyenes derékszog alatt litszik. (Két egyenesnek
egy pontra vonatkoztatott ,létészég”’-én értjiik a pont és az egyenesek
4ltal meghatérozott két sfk hajldsszogét.)
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2959. Hatérozzuk meg az olyan gombok kozéppontjdnak a mértani helyét, 2979. Hatéir

amelyek adott gombot adott pontban érintenek. gombl
2960. Hatérozzuk meg az olyan gombok kozéppontjinak a mértani helyét, 2980. Hatar
amelyek adott sugartak, és két adott ponton dtmennek. goémb]
2961. Hatérozzuk meg az olyan gombok koézéppontjinak a mértani helyét, 2981. Hatar
amelyek egy adott egyenest egy adott pontjdban érintenek. gbmlo]
2962. Hatirozzuk meg az olyan gémbiok kozéppontjanak a mértani helyét, 2982. Hatar
amelyek két adott sikot érintenek. ggﬂo ]

2963. Adott egy sik és a sikon kiviil két pont. Hatdrozzuk meg az adott pon- = 9983 Hat4r

tokon 4tmend és az adott sikot érint6 gombok érintési pontjanak a mértani &leitd]

helyét. » 2984. Adott

2064. Hatdrozzuk meg két‘adott gombot f6korben metsz6 gombok kézéppont- csticsg

jdnak a mértani helyét. négys:

2065. Hatérozzuk meg hdrom adott gombit f6kirben metsz6 gémbok kozép- a) té

2 pontjanak a mértani helyét. b) roi
2066. Hatérozzuk meg az olyan gombok kozéppontjanak a mértani helyét, ¢) né

amelyeket két adott gomb f6korben metsz. (Haté

2967. Hatarozzuk meg az olyan goémbok kozéppontjinak a mértani helyét, 2985. Haté
amelyeket harom adott gomb fékérhen metsz. j 1)

2968. Kgy véltozo sugart gomb két adott kitérG egyenest érint, és kozéppontja PALe
abban a sikban marad, amely parhuzamos a két egyenessel, és azoktdl CHCH
egyenls tavolsigban van. Hatirozzuk meg a kozéppontok mértani a) ad
helyét. : | b) ad

2969. Hatdrozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl ir le.
egy adott B sugart gombhoz harom, paronként egymdsra merdleges . 9986, Egy ¢
érinté huzhatd. Aés |

2970. Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl janak
adott R sugar gsmbhoz harom olyan érinté sikot fektethetiink, amelyek = ogg7. Egy ¢
paronként merblegesek egymasra. : A est)

2971. Adott egv gomb és egv pont. Tekintsiik a ponton 4tmeng és a gombot o mér

metszé sikokat, hatdrozzuk meg a kimetszett korok kozéppontjénak 5988. Messi

mértani helyét. 4 kal. F
2972. Adott egy gomb és egy egvenes. Tekintsiik az egvenesre illeszkedd és a ) TG
gémbot metszd sikokat. Hatdrozzuk meg a kimetszett korok kozéppon-
jdnak a mértani helyét. ' a) az
2973. Adott sikot adott pontjaban érinté gomb valtoztatja sugarit. Haté- b) a.
rozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekben egy adott sikkal a mér
parhuzamos sikok a gomboket érintik. ‘ 2989. Messi
g 2974. Hatdrozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy A me
adott ponttol és egy adott gombtél egyenld tdvolsagra vannak. (Az adott szeml
pont nincs az adott gombon.) ‘ egyen
2975. Hatérozzuk meg a térben az olyan pontok mértani helyét, amelyek két: helyé
P adott gombfeliilettsl egyenls tavolsagra vannak. 2990. Az ac
' 2976. Adott egy sik és rajta kiviil két pont. Hatarozzuk meg az adott pontokon tokat
4tmend és az adott sikot érint6 gombok kozéppontjanak a mértani helyét.s ugyat
. 2977. Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl két adott. sulyp
; gomb egyenld kipszog alatt latszik. 2991. Adot
2978. Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekbsl hdrom adott: legye:
14 gomb egyenld kupszog alatt latszik. triéde
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2979.
2980.
2981.
2982,

2983.
2984,

2985.

2986.

2987.

2988.

2989,

2990.

2991.
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Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl két adott
gombhoz egvenld hosszu érinték hizhatok.

Hatdrozzuk meg az olvan pontok mértani helyét, amelyekbél harom adott
gombhoz egvenld hosszu érintk hizhatok.

Hatdrozzuk meg az olvan pontok mértani helyét, amelyekbdl két adott
gombhéz hizott érinték ardnya adott dllando. ,

Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyekbdl harom adott
gémbhoz hiizott érinték ugy aranylanak egyméshoz, mint hirom adott
szam.

Hatérozzuk meg az olyan pontok mértani helyét, amelyek egy triéder
éleitd] egyenld tavolsdgra vannak.

Adott egy siknégyszog. Hatdrozzuk meg az olyan négyoldald testszogletek
csticspontjainak & mértani helyét, amelyek minden lapja az adott sik-
négyszbg egy-egy oldaldhoz illeszkedik, és van

a) téglalapmetszete,

b) rombuszmetszete,

¢) négyzetmetszete.

(Hatérozzuk meg a négyzet kozéppontjanak a mértani helyét is.)
Hatérozzuk meg egy torz négyszog oldalfelezd pontjai 4ltal meghatarozott
paralelogramma kézéppontjanak a mértani helyét, ha a négyszog hérom
csticsa adott, a negyedik cstics pedig

a) adott sikot,

b) adott egyenest

ir le.

Egy adott triédert egy sik az ABC haromszigben metszi. Rogzitsiik az
4 és B pontokat. Hatédrozzuk meg a véiltozé ABC hdromszogek sulypont-
janak mértani helyét. ‘

Egy adott triédert egy sik az ABC hiromszoghben metszi. Rogzitsiik az
A csticsot. Hatérozzuk meg a véltozé ABC haromszogek silypontjénak
a mértani helyét. .
Messiik az adott SABC tetraédert az ABC alaplapjaval parhuzamos sik-
kal. Ez a sik az SA4, 8B, SC éleket a D, E, F pontokban metszi. Mozogjon
a metszdsik pirhuzamosan. Hatdrozzuk meg

a) az AEF, BFD, CDE sikok metszéspontjinak

b) a BCD, CAE, ABF sikok metszéspontjanak

a mértani helyét.

Messiik az adott SABC tetraédert az ABC lapjaval parhuzamos sikkal.
A metszési idom oldalainak felez6pontjait kossiik ossze az ABC lapnak
szemben fekvé csicsaival. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott harom
egyenes egy pontban metszi egymast. Hatirozzuk meg e pont mértani
helyét.

Az adott SABC tetraéder SA, SB, SC élein kijeloljik az X, ¥, Z pon-
tokat ugy, hogy AX = BY = CZ, és mindhédrom pont az ABC sik
ugyanazon félterében legyen. Hatérozzuk meg a viltozé XY Z haromszog
sulypontjdnak a mértani helyét.

Adott egy sik és azon egy kor. Az SABC tetraéder ABC haromszoge
legyen az adott kor érintéharomszoge, és az S csticsponthoz tartozo
triéder legyen derékszogli. Hatdrozzuk meg az S pont mértani helyét.
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2992,

2993.

2094.
2995.
2996.
2997.
2998.

2999.
3000.
3001.

3002.
3003.
3004.
3005.
3006.
3007.

3008.

3009.

3010.
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Vegyiink fel egy adott ABOD tetraéder AB élén egy X, OD élén egy Y

pontot ugy, hogy

X4 YD

XB YC

Az XY vonaldarabot a P pont m:n arényban két részre osztja. Hatdaroz-

zuk meg a P pont mértani helyét, ha X valtozik.

Adott hérom, paronként kitér6 egyenes. Rogzitsiink ezek koziil kettdt,

a harmadik egy adott sikban pérhuzamosan mozoghat. Hatérozzuk meg

az olyan paralelepipedon kozéppontjdnak a mértani helyét, melynek a

hérom egyenes mindegyikére esik egy-egy éle. ;

Hatérozzuk meg az olyan egyenesek mértani helyét, amelyek egy adott
onton 4tmennek, és egy adott sikkal pdrhuzamosak.

Hatérozzuk meg egy adott ponton dtmend és egy adott egyenest metszd

egyenesek mértani helyét. ‘

Hatérozzuk meg egy adott egyenessel parhuzamos és egy adott egyenest

metsz8 egyenesek mértani helyét.

Hatérozzuk meg az olyan egyenesek mértani helyét, amelyek egy adott

egyenessel tdle adott tdvolsdgban parhuzamosak. °

Hatérozzuk meg az olyan egyenesek mértani helyét, amelyek két par-

huzamos egyenest6] egyenld tavolsagra vannak.

Hatérozzuk meg az olyan adott pontra illeszkedd egyenesek mértani

helyét, amelyek egy adott egyenestdl adott tdvolsagra vannak.

Hatérozzuk meg egy adott ponton dtmend, két adott egyenessel egyenld

szogeket bezdré egyenesek mértani helyét.

Adott egy szog. Hatérozzuk meg az olyan ogyencsek mértani helyét,

amelyek dtmennek a szog cstcsén, és a 820g egyik szaraval n"gyobb szoget

zérnak be, mint a mdsik szarral.

Hatérozzuk meg egy adott ponton dtmend, egy adott egyenesre merdleges

egyenesek mértani helyét. |
Hatdrozzuk meg egy adott ponton atmend és két adott parhuzamos
egyenestdl egyenl§ tavolsagra levé egyenesek mértani helyét.
Hatérozzuk meg két adott metszd sikkal egyenl$ szogeket bezdré egyene-

sek mértani helyét.

Hatérozzuk meg egy adott ponton dtmend, két adott metszd sikkal egyenld
szogeket bezaré egyenesek mértani helyét.

Hatérozzuk meg egy adott ponton dtmend, egy adott sikkal adott szoget
bezar6 egyenesek mértani helyét.

Tekintsiink egy sikot metszd egyenest és ennek talppontjin adtmend, &
sikon valtoz6 egyenest. Hatdrozzuk meg az igy kapott szogek szogfele-
zbinek a mértani helyét.

Adott egy AOB szog. Hatérozzuk meg az olyan lapszogek élének a mér-
tani helyét, amelyek dtmennek az adott szog szérain, és felezdsikjuk at-
megy az adott szog. szogfelezdjén.

Egy adott lapszog szogfelezd sikjaban felvesziink egy P pontot. AP
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VEKTORO!

VEKTOROK

3022,

3023.

ponton 4t egyeneseket htizunk, melyeknek a lapszoget hatérolé sikok

kiozé esd darabjat a P pont felezi. Hatarozzuk meg az ilyen egyenesek

mértani helyét.
Hatarozzuk meg egy adott-lapszog sikjait érinté forgaskipok tengelyeinek

a mértani helyét.
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3024.

3025.

] 3026.

3027.

3028.

3029.

Egy négyzetnek rajzoljuk be mindkét atléjat. Az oldalakat és az dtlokat T 3030. Legyen

iranyitsuk gy, hogy osszesen 6 vektort kapjunk. Valasszuk ki ezek koziil
azokat, amelyeknek osszege 0.

A 3022. dbra vektorai koziil dllitsuk eld

a) a gt az a és f segitségével;

b) ahtazaésf segits}égével;

c) a k-t agésisegitségével.

Egy szabalyos hiromszog minden oldaldra szerkessziink egy jabb szabd-

lyos hdromszoget. Az igy kapott 9 szakaszt irdnyitsuk. Jeloljiik meg az
igy nyert vektorok koziil az egyenl6ket és az ellentetteket.

Egy szabélyos hatszog egyik csticsabdl a tobbi 6t csicsba mutatd vekto- |
rok legyenek rendre

a, b e d e

Szerkesszilk meg a kovetkezd vektorokat:
a) a+b;

b) atb+ct+d+e; :
¢c) a—b;

d) a—c;

e) c—a;

f) a+b—¢;

g) a+d—ec—b;

h) a+b—d—e;

i) a+a+b+b;

j) a+b+a+h.

Egy téglalap csticsai legyenek A, B, C, D. Szerkessziik meg a kovetkezd
vektorokat:

a) ZE+]?C‘: e) ZE+§13,
b) AB+CB, {) BO+CD+DA,
¢) AB+DC, g) CB+ DO+ AC,
d) AB+CD, h) AC—BD
i) CD— AD.
Legyen S az ABC héromszog stlypontja. Szerkessziik meg a kovetkezd
vektorokat:
@) §Z+S_§+S_a c) S’E—S_CT,
b) SA-SB, d) SA+SB~-SC.

3031.
3032.
3033.

3034.
3035.
3036.
3037.
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3041.
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3043.
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3031.
3032.
3033.
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3035.
3036.
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3038.

3039,

3040.
3041.
3042,

3043.

3044.

Legyen O az ABC héromszog koré irt kor kozéppontja. Szerkessziik meg
8 kovetkez8 vektorokat:

a) 04+ 5§+_50_7,

b) OA+0B,

¢) b_Z ~0C.

Adjunk meg két olyan vektort, amelyeknek ésszege az egyik vektorral
egyenld hosszi.

Adjunk meg két olyan vektort, amelyeknek kiilonbsége az egyik vek-

torral egyenl§ hosszi.

Szerkessziink meg fiizetiinkben egy tetszSleges v vektort. Szerkessziink

meg

a) négy olyan kiilonboz6é vektorpirt, amelyeknek Osszege v;

b) négy olyan kiilonboz8 vektorpart, amelyeknek kiilonbsége v;

c¢) szerkessziink olyan a, b, ¢ vektorokat, amelyeknek osszege v;

d) szerkessziink olyan a, b, ¢ vektorokat, amelyek osszegét v-hez hoz-
zdadva 0-t kapunk.

Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor egyenld hosszl, akkor osszegiik és

kiilonbségiik merdleges egymésra.

Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor osszege és killonbsége merSleges egy

mésra, akkor a két vektor egyenlS hosszu.

Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor meréleges egymasra, akkor osszegiik

és kiilonbségiik egyenld hosszi.

Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor sszege és kiilsnbsége egyenld hosszi,

akkor a két vektor merdleges egymasra. :

Egy szog cstcsébél kiindulva, a szdrakon vegyiink fel egy a, ill. egy b

vektort gy, hogy hosszuk egyenld legyen. a és b segitségével allitsunk el§

olyan vektort, amely a szog felezGjének irdnydba mutat.

Az ABCD paralelogramma sikjaban O tetszéleges pont. Bizonyitsuk be,

hogy

04+00 = OB+0D.

Melyik vektorra igaz az, hogy egyenlS az ellentettjével?

Mutassuk meg, hogy ha v+v = 0, akkor a v is nullvektor.

Legyen ABCD egy tetszéleges paralelogramma. Bizonyitsuk be, hogy
a) 4D = 4B+BC+0D; |

b) AC+BD = AD+ AD;

¢) AD+ AC = AB+BC+BC.

Az ABCD paralelogramma 4, B, C csicsaihoz egy tetszSleges O pontbol
rendre az &, b, ¢ vektorok vezetnek. Allitsuk él§ ezek segitségével az
0D = d vektort.

Az ABC héromszog A csicsihoz egy tetszdleges O pontbél az a, B
csticsdba a b, a BC felezépontjdhoz pedig a p vektor vezet. Allitsuk el6 az

.a, b, p segitségével

a) az 0-bél a C-hez vezetd vektort;
b) az AC vektort.




3051.
3052.
3053.

3054.

3045.
3046.

3047.
R 3048.
| _ 3049.

3050.

3055.
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Egy haromsziog minden oldalvektordt allitsuk cl6 a 3045. abrén ldthaté
médon két egyenls vektor osszegeként. Mutassuk meg, hogy

a) a+b+e = 0;

b) x = a;

fogalmazzuk meg ennek geometriaijelentését.

A 3045. 4bra jeloléseit hasznélva, bizonyitsuk be, hogy létezik olyan
héromszég, amelynek az oldalai pdrhuzamosak és egyenlk az ABC
héromszog 44’, BB’, CC’ silyvonalaival. '

Egy 2n oldalszdmi sokszog oldalait irdnyitsuk valamilyen koriiljarés
szerint, és szémozzuk meg ugyanebben a sorrendben. Bizonyvitsuk be,
hogy ha létezik egy olyan n oldali sokszég, amelynek oldalai rendre par-
huzamosak és egyenl8k az eredeti sokszog paratlan szdémozésu oldalaival,
akkor létezik olyan n oldali sokszog is, amelynek oldalai a paros szamo-
z4su oldalakkal egyenlSk. ’

Egy hiromszog oldalaira kifelé szerkessziink négyzeteket. Két kiilonboz6
négyzet egy-egy csticsat szomszédosnak nevezziik, ha 6ssze vannak kotve
ugyanazzal a héromszégesticesal. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan
haromszog, amelynek oldalai egyenl6k és pirhuzamosak az egy-egy
szomszédos csticspart osszekots szakaszokkal.

Egy négyszog oldalai koztt nincs két parhuzamos. Hany olyan négyszog

van, amelynek oldalai parhuzamosak és egyenlSk az eredeti négyszog
egy-egy oldaldval? (Itt egymést metsz§ oldalakat is megengediink.)
Az a és b vektorok hossza egyenls, és 120°-o0s szdget zdrnak be egymadssal. |

Hatérozzuk meg az a+b hosszat.

Az a vektor hossza kétszerese a b vektorénak. Mekkora a két vektor szoge,
ha a—b meréleges b-re?

Héarom egyenld hosszi vektor (nem 0-vektorok) osszege 0. Mekkora sz6-
get zérnak be egyméssal?

Egy haromszog koré irt kor O kozéppontjabol a csticsokhoz mutatd vek-
torok legyenek a, b, ¢. Bizonyitsuk be, hogy O-bdl felmért a+b+c = m
vektor végpontja a hdromszog magassigpontja.

Egy O pontbél egy tetsz8leges A ponthoz az a vektor, egy masik B
ponthoz a b vektor mutat. Bizonyitsuk be, hogy az 4B szakasz F felez6-
pontjdba mutaté OF = f-re fenndll az

f+f=a+b

egyenlGség.

Egy kocka egyik cstcsabdl kiinduld élvektorok a, b, e. Allitsuk el6 ezek
segitségével (Osszegként, ill. kiilonbségként)

a) az Osszes lapatlévektorokat;

b) testatlévektorokat.

Egy kocka egy A csticsdbél kiinduls és az A-t tartalmazé lapok kozép-
pontjaiba mutaté vektorok x, y, z. Allitsuk el8 ezek segitségével

a) az A csicsbdl kiindulé élvektorokat,

b) a testdtlévektorokat.

Bizonyitsuk be, hogy az el6z§ feladatban szerepld x, y, z vektorok koziil
barmelyik kettd 60°-os szoget zir be egyméssal.

3058. .

3059. ]

3060.
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3058.

3059.

3060.

8061.

3062,

A tetraéder egy cstcséb6l a masik hérom csiicsba mutaté vektorok a, b
és c. Allitsuk el6 ezek segitségével a mésik hadrom oldalvektort.

Egy szabilyos oktaéder egyik csiicsabél kiindulé hdrom élvektor a, b, ¢
(3059. abra). Allitsuk el§ ezek segitségével a tobbi élvektort.

3045 3059

Egy kocka 4 csticsébél kiindulé élvektorok a, b, e. Allapitsuk meg, hogy
az alébbi vektorok koziil melyek mutatnak az 4-bél kiindulva valamelyik

kockacstcsba.

a) a+b+e, d) b-b,
b) a+b—ec, e) a—b,
c) a+e, /) a+b+c—a.

Az a, b, ¢ nem egysikt vektorok olyanok, hogy koziilik bérmelyik merd-

leges a mésik kett§ osszegére. Adjunk meg ilyen vektorokat.
Egy paralelepipedon kézéppontjibél egy lap hirom cstcsdhoz az &, b, ©
vektorok mutatnak. Hatdrozzuk meg a t&bbi 5 csticsba tarté vektoro-
kat. (b é8 ¢ egy lap szemkdzti csticsaihoz tartozé vektorok.)

. Legyen ABCD egy szabédlyos tetraéder és rajta kivitl O olyan pont,

hogy az 04, 0B, 00 vektorok péronként mer6legesek egymésra, tovibbs
az O és D pontok az ABO sk kitlénbdzé oldalén vannak. B_izonyitsuk be,

hogy
04+0B+00 = OD.

 VEKTOR SZORZASA SZAMMAL

3064. Adott az a vektor. Szerkessziik meg a

2a, —2a, 1,5a, 3a, —2,ba, %a, -3— vektorokat.
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3065.

3066.

Adott a b vektor. Szerkessziik meg a

—ib, 2b, 0,5b, E, 4—b, —~b, l’- vektorokat.
3 3 b6 4

Adottak az a és b vektorok. Szerkessziik meg az

a) a+2b, a 1
—+—bs

b) a—2b, D o=

c) 2a—3b, 2a+b

/ g) o

d) —0,68+-L11,

E 1) L(2a—3b)

¢) 9.:'.‘_13, 2
2

vektorokat.

8067. Adottak az a, b, ¢ egysikii vektorok. Szerkessziitk meg az

3068.

3069.
3070.

3071.

3072,
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1
a) _(a+b+c)’ e) m’
3 3
a+b+e b+ec
b ’ a——,
) e ) 2
¢) 2(a+b)—c, +b ¢
ol )3ty

d) 3[2a+%(b—c)],

vektorokat. _
Legyenek 4, B, C, D, E adott pontok. Mekkora A értéke, ha

AB+BO+CD = ADE+HA). |
Az a é8 b vektorok nem pé,rhuza,mosak.' Bizonyitsuk be, hogy az |b|a+

+ |a|b vektor pdrhuzamos az a és b vektorok szdgfelezgjével.
Mutassuk meg, hogy ha az AB szakasz végpontjainak a helyvektorai a,

ill. b, akkor felez6pontjénak helyvektora 9——;-_—‘3.

Egy O pontbél az AB szakasz végpontjaihoz az a és b vektorok vezetnek.
Bizonyitsuk be, hogy az AB szakasz harmadolépontjaihoz vezetd vek-
torok '
2a+b a+2b
és :
3 3 ' :
Bizonyitsuk be, hogy ha egy O pontbél az AB szakasz végpontjaihoz az

a és b vektorok vezetnek, akkor az AB szakaszt A:u ardnyban oszté P
pontba a

pa +4b
p+a

vektor vezet.
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. A sik egy O pontjébél egy P pontjahoz vezet§ vektor adott a és b vektorok
segitségével 3a—2b alakban adhaté meg, egy @ pontba vezetd vektor
pedig —2a+b alakban. Hatdrozzuk meg a PQ szakasz felezSpontjéhoz
mutaté vektort.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszbleges pontbdlegy hiromszdg csucsaiba
vezets vektorok Osszege egyenlé ugyanabbédl a pontbdl az oldalfelezd
pontokhoz vezet§ vektorok oOsszegével.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetszSleges pontbél egy sokszog csucsaiba vezetd
‘vektorok 6sszege egyenld ugyanabbél a pontbdl az oldalfelez6 pontokhoz
vezetd vektorok osszegével.

Jeloljiink ki egy sokszogon egy koriiljirdsi irényt és minden oldalon jelsl-
jiilk meg az els§ harmadolé pontot. Bizonyitsuk be, hogy a sokszog csu-
csaiba vezetd vektorok osszege egyenlS a harmadolé pontokba vezetd
vektorok osszegével.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszog csicsainak helyvektorai a, b, ¢,
akkor sulypontjinak helyvektora:

at+b+e
——

Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog silypontjibdl a csicsokba vezetd
vektorok Osszege 0. )

Legyen az ABC haromszog silypontja S, az XY Z hiromszogé pedig @.
Bizonyitsuk be, hogy

AX+BY +C0Z = 38Q.

Egy tetszdleges hatszog oldalfelezd pontjai valamilyen koriiljaras sor-
rendjében legyenek A4, B, C, D, B, F. Bizonyitsuk be, hogy az ACE és
BDF héaromszogek stilypontja azonos.

A 30717. feladat eredményét felhasznalva, igazoljuk, hogy a hdromszig
koré irt kor kozéppontja, silypontja és magassagpontja egy egyenesen
vannak. (Ez a hdromszog Euler-egyenese. L. még az 1377. feladatot.)
Jelolje F a haromszidg koré irt kor kézéppontja és a magassdgpont altal
meghatarozott szakasz felezGpontjat. Bizonyitsuk be, hogy F a hdrom-
szog minden oldalfelez8 pontjatél egyenlé tdvolsigra van.
Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatban szerepl F pontra titkkrozve a
héromszog tetszSleges oldalfelezd pontjit, olyan pontot kapunk, amely
felezi a szemkozti csiics és a magassagpont kozotti szakaszt.
Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog koré irt kor kézéppontjénak egy oldal-
t6] mért tdvolsiga feleakkora, mint a magassigpontnak a szemkozti
cstcsbdl mért tdvolsdga.

Bizonyitsuk be vektorok segitségével a Feuerbach-kor létezését (1. a
3082 — 83. feladatot).

Adott két tetszéleges haromszog: ABC és A’B'C’. Az ABC héromszog
csticsaibél kiindulva, médsoljuk 4t az A'B’C’ hiromszog egy-egy oldalat,
irdnyukat és hosszukat megtartva. Az dtmdisolt szakaszok szabad vég-
pontjai legyenek X, ¥, Z. Bizonyitsuk be, hogy az ABC és XY Z hérom-
szogek stlypontja kozos.

Legyen A,B,C, és A,B,C, két tetszdleges hiromszog, sulypontjaik S,
ill.’S,. A megfelel§ csticsok Gsszekots szakaszainak felez6pontjai (ha nincse-

¢
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nek egy egyenesen) 4ltal alkotott haromszog stlypontja 8. Bizonyitsuk

be, hogy S felezi az § S, szakaszt.

3088. Egy négyszog stilypontjanak nevezzilk azt a pontot, amelynek helyvek-

W

3100. Az AE
kesszii
pontol

tora a csticsokhoz tartozé helyvektorok osszegének a negyede. Bizonyitsuk | 8101. Bizon;

e

be, hogy a stlypont fiiggetlen a kezdSpont valasztasatol, azaz tetszOleges tiikroz

kezdépont esetén a fentebb definidlt vektor végpontja mindig ugyanaz.

3089. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges négyszog kozépvonalai felezve metszik

ponttc
84gpo!

egymast, és metszéspontjuk a négyszodg silypontja (1. a 3088. feladatot).  3102. Az A.

3090. Bizonyitsuk be, hogy a négyszog salypontja (1. a 3088. feladatot) felezi jelolji
az 4tl6k felezdpontjat vsszekotd szakaszb. lebbi
3091. Egy paralelogramma belsejében fekvé M ponton 4t htizzunk parhuzamo- szoget
sokat az oldalakkal; ezek az 4, C, ill. B, D pontokban metszik az olda- 8z0g
lakat. Bizonyitsuk be, hogy az ABCD négyszdg kozépvonalainak metszés- | g303 Az 4
pontja felezi az M-et a paralelogramma kozéppontjdval Osszekdtd ] pontc
szakaszt. i,
3002. AB és A'B’ tetsz6leges szakaszok, ezek feloz6pontjai F és F'. Bizonyitsuk -
" be, hogy az AA', BB, FF' szakaszok felezési pontjai egy egyenesen
. vannak. , 3104. Egy
3093. Az ABCD négyszig oldalvektorai legyenek: meg
1 5 BTl 1ers 3105. Egy
AB =-a, BO =b, CD = c. kozé
veze

Allitsuk el8 ezek segitségével az 4tl6k felezSpontjait dsszekotd vektort.

3094. Egy C pont helyvektora ¢, egy tetszéleges P ponté p. Hatérozzuk meg a = 3106. Egy

P pont C-re vonatkozé tiikorképének helyvektorat.

pont

3095. Egy tetszbleges P pontot tiikrozziink elészor egy A pontra, majd a tiikor- bél i
képet egy B pontra, az igy nyert képet pedig egy C pontra; tovabb foly- hogy
tatva ujra A-ra, B-re és végiil C-re. Bizonyitsuk be, hogy a hatodik tik-* 3107, Egy

rozés visszaviszi a P pontot az eredeti helyzetbe. |
3096. Egy tetsz6leges P pontot tiikrbzzink egy paralelogramma egy csvicséra, Koz
majd az eredményt egy vele szomszédos csticsra és igy korbe a para- ~H
lelogramma minden csticséra. Bizonyitsuk be, hogy a negyedik tiikrozés ol
visszavisz az eredeti pontba.
3097. Bizonyitsuk be, hogy egy tetszdleges pontot egy siknégyszog oldalfelez6 a+t]

pontjaira tiikrozve, a tiikorképek egy paralelogramma cslicsal.

3008. Az a és b vektorok egy négyszog szemkozti oldalvektorai (3098. dbra).

#

Bizonyitsuk be, hogy & k kozép- 8108. Biz

2

egyenldség.

‘csai.

vonalvektorra 81l a k = Ejlb

. Fololtessitk meg egymdsnak két
tetsz6leges paralelogramma osu-
csaip tgy, hogy az egymésnak
megfeleld csticsok mindkét para-
lelogramméndl azonos sorrendben
kovessék egymast, és bizonyftsuk
be, hogy a megfeleld esticsok Gssze-
kotd szakaszainak felez&pontjai
ugyancsak paralelogramma csu-

tor¢
3109. Biz
tori

3110. Biz
adl
Hss
3111. Bis
ha

3112. Bi:
él

3113. Bi
po




tja §. Bizonyitsuk

amelynek helyvek-
gyede. Bizonyitsuk
61, azaz tetszdleges
‘mindig ugyanaz.

lai felezve metszik
. & 3088. feladatot).
8. feladatot) felezi

zzunk parhuzamo-
n metszik az olda-
onalainak metszés-
ntjaval osszekstd

és F'. Bizonyitsuk
jal egy egyenesen

osszekots vektort.
Hatérozzuk meg a

itra, majd a tiikor-
mtra; tovabb foly-
gy a hatodik tiik-

nma egy csicsira,
igy koérbe a para-
negyedik tiikrszés

igygzbg oldalfelez6
cstcsai.

torai (3098. 4bra).
, hogy a k kozép-

sl » k = 2+0Y

g egymisnak két I

‘alelogramma csi-
gy az egymésnak
sok mindkét para-
azonos sorrendben

4st, és bizonyitsuk
eleld csticsok ossze-
mnak felez6pontjai
‘alelogramma csi-

r

3100.

3101.

3102.

3103.

3104.

3105.

3106.

3107.

3108.

3109.

3110.

3111.
3112.

3113.

Az ABCD hirnégyszog ABC, BCD, ABD, ACD részhéromszigének szer-
kesszilk meg a magassigpontjait. Bizonyitsuk be, ho%(y ezek a magassig-
pontok az ABCD-vel egybevagd négyszoget alkotnak.

Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges hurnégyszog kozéppontjét silypontjéra
tiikkrozve olyan pontot kapunk, amely rajta van bérmely oldalfelezd
ponttél a szemkozti oldalra &llitott merdlegesen (a hirnégyszég magas-
sagpontja).

Az ABC hiromszoég minden oldalét osszuk fel hirom egyenl§ részre, és
jeloljiilk meg az AB, BC, OD oldalon rendre az A, B, C pontokhoz kéze-
lebbi harmadolépontot. Bizonyitsuk be, hogy ezek a pontok olyan hirom-
szoget hataroznak meg, amelynek silypontja egybeesik az 4BC hérom-
szog silypontjéval.

Az ABC héromszég BC, CA, AB oldalain jelsljiink ki egy-egy 4', B', €'
pontot. Bizonyitsuk be, hogy az AA4’, BB', CC’ szakaszokat egy hérom-
sz6ggé lehet vsszetolni, ha az A’, B’, C' pontok a megfelelS oldalakat azo-
nos ardnyban osztjak. ;

Egy kocka A csticsabdl kiindul6 élvektorok legyenek a, b, ¢. Hatdrozzuk
meg az A-bdl a lapkozéppontokba vezets vektorokat.

Egy kocka kozéppontjabél harom, egy kozos csiicesal rendelkezd lap
kozéppontjaiba mutaté vektorok x, y és z. Hatdrozzuk meg a csicsokba
vezet6 vektorokat.

Egy paralelepipedonnak valasszuk ki egyik testdtl6jat; ennek egyik vég-
pontjébél kiindulé élek mésodik végpontjai 4, B és C; a masik végpontja-
b6l indulé élek pedig az X, ¥, Z pontokban végzédnek. Bizonyitsuk be,
hogy az ABC és XYZ sikok hdrom egyenlS részre osztjdk a testitlét.

Egy tetraéder egyik lapjanak stlypontjit kossiik 6ssze a szemkdzti csiics-
csal, és az Geszekotl szakaszt osszuk négy egyenld részre; a laphoz leg-
kozelebbi negyedel6pont a tetraéder siilypontja. Bizonyitsuk be, hogy ha
a tetraéder csticsainak helyvektorai a, b, ¢, d, akkor a stilypont helyvekto-
ra — barmely lapbél indulunk is ki —

at+bte+d
TR T

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder sulypontjabél a csicsokhoz vezetS vek-
torok osszege 0. '

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 8 pontbdl a tetraéder csicsaihoz vezets vek-
torok osszege 0, akkor az S pont a tetraéder stlypontja.

Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is valasztunk ki n pontot a térben, meg-
adhat6 egyetlen olyan § pont, hogy ebbdl a pontokhoz vezetd vektorok
Osszege 0 legyen.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetraéder siilypontja és a lapstlypontok meg-
hatérozta tetraéder silypontja egybeesik.

Bizonyitsuk be, hogy a tetraéder silypontja felezi bdrmely két szemkozti
é felez8pontjat osszekots szakaszt.

Bizonyitsuk be, hogy egy tetraéder két szemkozti élpdrjinak felezd-
pontjai paralelogrammét alkotnak.

205




3114. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetraéder stilypontja mind a négy csticstol
egyenlS tévolsdgra van, akkor bérmely két szemkozti élpar felez8pontjait
deszekot8 egyenes merdleges a két élre.

3115. Bizonyitsuk be, hogy ha a tetraéder sulypontja mind a négy csticstol
egyenl6 tdvolsdgra van, akkor a tetraéder szemkozti élei egyenl6k, azaz
lapjai egybevéigék.

3116. Egy tetraéder A és B csticsét tiikrozzik a velilk szemkozti lap sulypont-
jéra, igy egy 4,, B, pontpért kapunk. Bizonyitsuk be, hogy

A,B, = gAB.

3117. Bizonyitsuk be, hogy ha 4, B, C, D, E, F egy hatszog egymés uténi
oldalfelez6 pontjai, akkor

3118. Legyen ABCDEF egy szabélyos hatszog. Bizonyitsuk be, hogy
AB+ A0+ AD+ AK + 4F = 34D.

3119. Legyen az 4,4, ... A, szabélyos n-szog kdzéppontja O és sikjinak egy
pontja Q. Bizonyitsuk be, hogy

675—-%(67£+6274:+ oo +Qdy).

3120. Az A4,4,4,A4,45 szabélyos 6tezdg kozéppontja K,, a B,B,B,B,By szabé-
lyos 6tszogé pedig K,. Bizonyitsuk be, hogy

4,B, + 4,B,+ A4By+ A,B+ 4.B; = 5K,K,,
3121. Legyen ABCD és A,B,C,D, két négyzet. Igazoljuk, hogy

A4,+BB,+00,+DD, = AC,+ BD,+04,+ DB,
3122. Adottak A és B pontok és egy A szdm. Adjunk meg olyan P pontot, hogy
a) AP ¢s 1 BP egyenld legyen;

b) AP és A BP ellentettek legyenek.
3123. Létezik-o egy ABC héromszég sikjaban olyan P pont, hogy
P4 +2PB+3P0
egyenld legyen 0-ral?
3124. Legyen A,A4,... A4, és BB, ...B, két tetszlleges n-szog, és jelolje

BB, ... B, a mésodik sokszig csiicsainak tetsz6leges sorrendjét.
Bizonyitsuk be, hogy -

) s

AIBI+Z‘%2+ ce +Z;.Bn = ALB¢1+Z:BC,+ v +Z-;TB¢,,.
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ind a négy csticstél
Slpér felez8pontjait

d a négy csticstol
élei egyenlék, azaz

kozti lap salypont-
8, hogy

31Zz0g egymés utdni

z be, hogy

O és sikjinak egy

r]}BzB3B4_B5 BZ&bé-

gy

n P pontot, hogy ]H

hogy

"'5268, és jelﬁlje

leges sorrend;jét.

8125. Az O kozépponti kor AB és CD htirjai mer8legesek egymésra, és egyene-
seik metszéspontja M. Bizonyitsuk be, hogy '

0A+0B+00+0D = 2011.

VEKTOROK FELBONTASA OSSZETEVOKRE

/
3126. Egy haromszognél jeloljiink meg két ko6zos kezdSpontu oldalvektort és
az ezekkel kozos kezdSpontu stlyvonalvektort. Bontsuk fel a stlyvonal-
~ vektort az oldalvektoroknak megfelel§ irdnyt osszetevikre.
8127. Az sbran adottak az a, b, x vektorok. Bontsuk fel rajzban az x-et a és b
irdnyt osszetevékre.

a

IS

oy

3127

3128. Adott egy négyzet egyik oldalvektora és a vele kozds kezd8pontu Atl6-
vektor. Bontsuk fel a négyzet tobbi oldalvektordt a két vektorral pér-
i huzamos ©sszetevikre.
3129. o) Bontsuk fel egy hdromszog egyik szogfelezd vektorat a kezdGpontjabol
kiindulé oldalvektorokkal parhuzamos osszetevEkre.
b) Legyenek a haromszog oldalai a, b, c. Hatérozzuk meg a pirhuzamos
osszetevsk egyiitthatoit is!
3130. Az a és b vektorok nem parhuzamosak, és egyik sem nullvektor. Hatéroz-
zuk meg « és B értékét, ha
a) 3a+5b = aa+(28+1)b;
b) (x+B8—1)a—(2x—p)b = 0;
¢) aa+pb = (B+1)a—(x—1)b;
d) (2a—p—1)a—(3a+g+10)b = 0. .
3181. Az ABC haromszog BC oldaldnak felez6pontja legyen D. Szerkesszitk
meg azt a D’ pontot, amelyre AD+ AD" =0, és allitsuk el6 a D'A és

D'B vektorokat az AB és AC vektorok segitségével.
3182. Egy szabalyos héromszog két, kozos kezdSpontd oldalvektora a és b,
4llitsuk el ezek segitségével a b oldalhoz tartozé magassigvonal-vektort.
3133. Bizonyitsuk be, hogy ha az egy pontb¢l kiindulé a, b, ¢ vektorok vég-
pontjai egy egyenesbe esnek, és a és b nem egyéllisuak, akkor ¢ el5al-

lithaté
¢ = aa+fb
alakban, ahol a+ 8 = 1.
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3134.

3135.

3136.

3137.

3138.

Bizonyitsuk be, hogy ha az egy pontbél kiindulé a, b, ¢ vektorok olyanok,
hogy a és b nem egyillasiak, és

e = xa+ fb,

ahol a+p8 = 1, akkor az a, b, ¢ vektorok végpontjai egy egyenesbe
esnek.

Az O pontbél két félegyenes indul ki, az egyiken levé 4,, ill. 4, pontba
0-bdl az a, ill. Aa vektor vezet, a masikon levs B,, ill. B, pontba viszont a
b, ill. ub vektor. Hatdrozzuk meg az A4,B, és B, 4, egyenesek metszéspont-
jéba mutaté v vektort (A=0, u=0; az A, és A,, ill. B, és B, pontok
kiilsnbozsk).

Bizonyitsuk be, hogy egy trapéz 4tl6inak felez6pontjait 6sszekots egyenes
pérhuzamos az alapokkal.

Az ABCD négyszogben nincsenek parhuzamos oldalak. Legyen az AR
és CD egyenesek metszéspontja &, az AD és BC egyeneseké F. Bizonyitsuk
be, hogy az AC, BD, EF szakaszok felezési pontjai egy egyenesen van-
nak.

Legyen a ABCDEF olyan hatszog, hogy minden misodik oldala pér-
huzamos egyméssal. (3138. dbra.) Bizonyitsuk be, hogy a csiicsokat a
harmadszomszédos csticsokkal Gsszekotd 4tlok vagy parhuzamosak,
vagy egy ponton mennek &t.

3139.

3140.

3138 3139

Az ABCD négyszog AB, ill. CD oldalédn vegyiink fel egy X, ill. ¥ pontot
ugy, hogy azok az AB, ill. CD oldalakat ugyanabban a % ardnyban

osszdk (3139. dbra). Milyen aridnyban osztja a VZ kézépvonalat az X¥
egyenes P metszéspontja?

Bizonyitsuk be, hogy ha az egy pontbdl kiindulé a, b, ¢, d vektorok koziil
a, b, ¢ nem egysiku, végpontjaik akkor és csakis akkor vannak egy
sikon, ha

W
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VEKTOROK ELFORGATASA

Jelentse a’, b’, ¢’ azokat a vektorokat, amelyeket az a, b, ¢ vektoroktsl
« szogl pozitiv irdnyu elforgatdssal kaptunk. Bizonyitsuk be, hogy ha

¢c = a+b,
akkor ¢ = a’'+b’,
azaz (a+b) = a'+b'.

Jelentse a’ az a vektor « szogli pozitiv irdnyt elforgatottjat. Mutassuk
meg, hogy ha

ata =0,

akkor a = 0, feltéve, hogy « nem egész szami tobbszorose 180°-nak.
Legyen a’' az a valamely elforgatottja, ahol az elforgatés szoge 360°-nak
nem tobbszorose, és tegyiik fel, hogy a = a’. Bizonyitsuk be, hogy
a =0

Bizonyitsuk be, hogy a szabélyos sokszég koézéppontjabdl a csicsokba
mutaté vektorok osszege 0.

Egy haromszog két oldala folé (kifelé) szerkessziink négyzeteket. Mutassuk
meg, hogy ezek két legkozelebbi — a hdromszégesticsoktdl kiilonbozd —
csuesat osszekotd szakasz kétakkora, mint a harmadik oldalhoz tartozé
silyvonal.

Az ABOD négyszog belsejében O. olyan pont, hogy az ABO és CDO
egyenld szari derékszogli hdromszogek (a derékszogli csiicsok O-ndl).
Bizonyitsuk be, hogy

a) a négyszog atléi merdlegesek és egyenldk;

b) a négyszog oldalfelezé pontjai négyzetet hatdroznak meg.
Tetsz6leges ABC haromszog oldalaira szerkessziink kifelé négyzeteket.
Legyenek ezek (pozitiv koriljarassal) BAEF, CBGH, ACJK; a négyzetek
kozéppontjai rendre X, Y, Z. Szerkesszilk meg ezeken kiviil a BFPG,
CHQJ, AKRE paralelogrammékat. Igy egy osszetett alakzatot nyeriink.
Bizonyitsuk be, hogy érvényesek a kiovetkezd allitasok:

a) Az FG, HJ, KE szakaszok kétszer akkorik, mint az ABC hirom-
szog stlyvonalai, és merdlegesek azokra.

b) Az A, B, C csucsokbél rendre a KE, FG, HJ szakaszokra allitott
mer&legesek egy pontban, az ABC silypontjdban metszik egymast.

¢) Az AR, BP, CQ szakaszok merGlegesek az ABC egy-egy oldalara, és
egyenlSk veliik.

d) Az XYZ hiromszog oldalaira befelé szerkesztett négyzetek kozép-
pontjai felezik az ABC hiromszog oldalait.

e) Az X, Y, Z pontok a PQR haromszog oldalfelezé pontjai.

f) Az XQ, YR, PZ egyenesek egy pontban metszik egymast.

g) Az ABC, XYZ, EGJ, FHK hiromszogek stilypontjai egybeesneck.

h) Az AH és BJ; BK és CE; CF és AG szakaszok paronként egyenldk,
és merslegesek egymésra.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyszog atl6i egyenlék, és merSlegesek egy-
masra, akkor oldalfelezd pontjai négyzetet hatdroznak meg.

] 209




1«

3149.

3150.

3151.

3152.

3153.

3154.

3155.

3156.

3157.

3158.

3159.

3160.

3161.

3162,

3163.

210

1

Egy négvszog oldalai f6lé kifelé szerkessziink négyzeteket. Jeloljiikk meg a
szomszédos négyzetkiozéppontok Osszekots szakaszainak kozéppontjait;
bizonyitsuk be, hogy ezek négyzetet alkotnak.

Egy paralelogramma oldalai {616 szerkessziink kifelé négyzeteket. Bizo-
nyitsuk be, hogy ezek kozéppontjai négyzetet alkotnak.

Egy ABC haromszog AB, BC, C A oldalai {516 szerkessziink kifelé négyze-
teket, ezek kozéppontjai rendre X, ¥V, Z. Mutassuk meg, hogy az XY és
BZ szakaszok egyenlSk és merdlegesek egymasra.

Legyenek ABC és A,B,C, azonos koriiljarasi egyenld szari derékszogi
haromszogek. Blzonyltsuk be, hogy az AA,, BB,, CC, szakaszok felezd-
pontjai ugyancsak egyenl6 szara derékszogi haromvoget alkotnak.

Bizonyitsuk be, hogy eldzd feladatunk feltételei kozott és bizonyitandé:

allitdsaban ,egyenl szari derékszogi” helyett ,,egyenld szérd hasonld”
is allhat.

Jelentse a’ azt a vektort, amely a-bol 60°-0s pozitiv irdnyu elforgatassal
szarmazik, és legven (a’)’ = a'’, azaz a'’-vel jeloljiik a’ 60°-o0s elforgatott-
jat. Bizonyitsuk be, hogy a’’ = a’'—a.

Legyenek ABC és AB,C, azonos koriiljarasi szabalyos haromszogek.
Bizonyitsuk be, hogy az 4, a BB, és CC, szakaszok felez6pontjai egy sza-
balyos haromszég csicsai.

Bizonyitsuk be, hogy ha ABC és A'B'C’ egyezl koriiljardst szabalyos
hédromszogek, akkor az AA4’, BB’, CC’ szakaszok felezGpontjai szabélyos
haromszég csicsai.

Az ABCD paralelogramma BC és CD oldalai folé kifelé szabalyos hdrom-
sziogeket szerkesztiink. Bizonyitsuk be, hogy az A pont, tovabba a
szabdlyos hdromszogeknek a paralelogramman nem levs csticsai szabalyos
haromszoget alkotnak.

Egy korben helyezziink el harom sugér hossziisagti hurt, legyenek ezek:
AB, CD, EF. Bizonyitsuk be, hogv a BC, DE, FA szakaszok felezési
pontjai szabalyos haromszog csucsai.

Tegvenek OAB, OCD, OEF tetsz8leges szabalyos haromszogek. Bizo-
nyitsuk be, hogy a BC, DE, FA szakaszok felezési pontjai szabalyos
haromszog cstcsai.

Egy haromszog oldalai f6l¢ (mind kifelé vagy mind befelé) szerkessziink

szabalyos haromszigeket. Bizonyitsuk be, hogy ezeknek a kozéppontjai

ismét szabdlyos hiromszoget alkotnak.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy-konvex hatszig minden masodlk csticsdnal
120°-08 szdg van, és egy-egy 120°-o0s szoget kozrefogé oldalpar egyenld
oldalakbél 4ll, akkor ezek a csicsok szabdlyos hdromszoget alkotnak.

Az AB szakaszon jeloljiink ki tetsz6leges C pontot. A szakasz egyik oldalé-
ra AC és OB folé, mésik oldalara pedig AB filé szerkessziink szabalyos
haromsziget. Bizonyitsuk be, hogy ezek kozéppontjai szabdlyos harom-
szoget alkotnak.

Jelolje a’ az a vektorbdl « szogll pozitiv forgdssal szdrmazé vektort.
Bizonyitsuk be, hogy az ABC és XY Z akkor és csakis akkor egyezd
koriiljarasu -hasonlé haromszogek, ha

AC = AAB'" és XZ =AXY'.
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3164. Bizonyitsuk be, hogy ha ABC és XYZ egyez8 koriiljardsi hasonld
haromszogek, akkor ezekhez hasonlé az AX, BY, CZ szakaszok felezési
pontjai altal meghatdrozott haromszog is.

VEKTOROK SKALARIS SZORZATA

Az a és b vektorok skaldris szorzatdnak nevezik azt a szdmot, amelyet akkor

kapunk, ha a vektorok hosszdnak szorzatit megszorozzuk a vektorok szogének

cosinusaval. A skaldris szorzat jelolése: ab vagy a-b. Tehat

ab = |a|-|b|.cos (a, b). .

(Ha az a, ill. a b hosszét |a|, ill. |b] jeloli, és a vektorok szogét (a, b)-vel irjuk.)
Az aldbbi néhany feladat ramutat a skalaris szorzat legjellemz&bb tulajdonsé-

gaira, majd néhdny alkalmazéisira. E feladatok megolddsa sordn taldlkozunk

a vektor koordinatai (3216.), a sik normélvektora (3231.), a sik egyenlete (3231.),

egyenes iranyvektora, paraméteres vektoregyenlete és egyenletrendszere

(8242 — 8243.), vektor vetiilete (3180.) fogalmakkal.

3165.
3166.

Igazoljuk, hogy ab = ba (a skaldris szorzas kommutativ).

Igazoljuk, hogy egyezé iranyt vektorok skaldris szorzata egyenls a
vektorok hosszénak szorzatival.

Igazoljuk, hegy ellenkez§ irdnyt vektorok szorzata egyenl a vektor-
hosszak szorzatdnak — l-szeresével.

Igazoljuk, hogy |a| = Va? (az aa = a? jelolést alkalmazva).
Igazoljuk, hogy meréleges vektorok skaléris szorzata nulla.
Igazoljuk, hogy (xa)-b = a(ab).(x tetsz6leges valés szam).
Milyen a, b vektorokra teljesiil, hogy

ab = |a|-|b|?

Milyen a, b vektorokra teljesiil, hogy

ab = —|a|-|b|?

Milyen a, b vektorokra teljesiil, hogy

3167.

3168.
. 3169.
3170.

3172.

3173.

| a) ab = 0,
b) -ab < 0,

c) ab = 0?

Bizonyitsuk be, hogy két egységvektor skalaris szorzata egyenls a vek-
torok szogének cosinusaval.

Bizonyitsuk be, hogy az (ab)e = (bc)a.
Milyen esetben teljesiil, hogy

(ab)e = (be)a?

Milyen esetben teljesiil, hogy
la+b| = |[a—b|?
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Az ABC szabélyos haromszogben tekintsiik az a = BO, b=C4, ¢c= 4B
vektorokat. Hatdrozzuk meg az

ab+be+ca
értékét.

Hatérozzuk meg az AB-AC szorzatot, ha az ABC héromszigben
AB = 6cm, BC =T7cm, CA = 10 cm.

Nevezziik valamely vektor egy egyenesen lev4é merdleges vetiiletének
azt a vektort, amelyiknek kezd&pontja, illetve végpontja az eredeti
vektor kezdé-, illetve végpontjinak a vetillete. Legyen az a vektornak
az e-vel parhuzamos egyenesen levs vetiilete a’, és legyen e egység-

vektor. Igazoljuk, hogy
a' = (ae)-e.

Igazoljuk, hogy a-nak a b-vel parhuzamos osszetevéje (b%)-bP, és a b-re
merdleges dsszetevije a— (b%)-b0. (bO-lal jeloltiikk a b-vel egyezé irdnyd
egységvektort.)

Legyen a és b két tetszileges vektor és ¢ tetszbleges egységvektor.

a) Igazoljuk, hogy a és b-nek a ¢%-lal pirhuzamos egyenesen levé merd-
leges vetiiletének az Gsszege egyenld az a+b mer8leges vetiiletével.

b) Igazoljuk, hogy (a+b)e® = ac®+be?. -

¢) Igazoljuk, hogy (a+b)c = ac+be, ha a, b, ¢ tetszdleges vektorok.
(A skaldris szorzds disztributiv.)

Igazoljuk, hogy
(a+b)-(c+d) = ac+bec+ad+hbd.

Igazoljuk, hogy az (ab).c—(ac):-b vektor merSleges a-ra.

Tekintsiik az a és b nem parhuzamos vektorokat. Van-e olyan % szédm,
hogy a+ kb merdleges a b-re?

Milyen a, b, ¢ vektorokhoz taldlhaté olyan p = 0, hogy ap = bp = cp?
Hatirozzuk meg az a és b egységvektorok szogét, ha a+2b és 5a—4b
egyméasra mer§leges vektorok.

Hatéarozzuk meg az a és b vektorok szogét, ha

3a—5b és 2a+b, N
illetve

a+4b és —a+b

egymasra meréleges vektorok.

Adott a hiromszog a és b oldala és az ezek bezarta y szog. Hatdrozzuk
meg a y szig szogtelezjének a hosszat.

Tekintsiink a sikon két koncentrikus kort, az egyikbe irt ABC szabélyos
héromsziget és a méasikon mozgé P pontot. Igazoljuk, hogy

PA%*+ PB*+PC? -

allandé.
Igazoljuk, hogy a rombusz 4tl6i merSlegesek egymaésra.
Bizonyitsuk be Thalész tételét.
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3203.
3204.

3205.

3206.

3207.

3208.

3209.
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3211.

3212.
3213.

3214.
3215.

3216.

¢) Az eldbbi eredményekbdl hogyan kiovetkezik, hogy a haromszog oldal-
felez6 merdlegesei egy- pontban metszik egymast?

Vezessiik le az (a—b)? == a?+b?2— 2ab azonossagbdl a skalaris szorzat
értelmezése alapjan a cosinustételt.

a) Igazoljuk, hogy ha a(b—e¢) = 0 és b(e—a) = 0, akkor e(a—b) = 0.
b) Legyenek a, b, ¢ a tetraéder egyik csucsabdl indulé élvektorok. Mit

jelent akkor az a)-ban bizonyitott tétel?

Legyen a és b kezdGpontja kozos, tovabba |a| = |b|. Keressiik a veliik
egyez$ kezddponti A(a+b) vektorok végpontjainak a mértani helyét, ha
A tetszéleges valés szam lehet.

Adott az 04 = e egységvektor. Keressilk az X pontok mértani helyét,
ha e.0X = 3.

'Adott az OA vektor. Keressiik az X pontok mértani helyét, ha 04.0X =

= 2.

Adott az OA és az OB vektor. Keressitk az X pontok mértani helyét, ha
04-0X =0 és 0B.0X = 2.

Adott az 0A. Hatarozzuk meg az olyan X pontoknak a mértani helyét,
hogy OX-nek az OA -ra, valé merdleges vetiiletének hossza megegyezzék
az OA- nak az OX-re valé merdleges vetiiletének hosszaval.

Adott OA-hoz hatérozzuk meg az olyan X pontoknak a mértani helyét,
amelyekre

|04+0%|=|04|.

Adott OA-hoz hatérozzuk meg az olyan X pontoknak a mértani helyét,
amelyekre

|04+0X|=|04-0

Adottak az 4, B pontok és a k? szdm. Keressiik az olyan P pontoknak a
mértani helyét, amelyekre

PA*-PB? = k.

Adottak az 4, B pontok, tovabbé a k2 szdm. Keressiik az olyan P pontok-
nak a mértani helyét, amelyekre

PA2+PB? = k2,

Igazoljuk, hogy (ai+a,j)-(byi+by§) = ab,+asb,, ha i és j egymésra
mer§leges egységvektorok.

Igazoljuk, hogy (a11+a2_]+a3k) (bi+byj+bsk) = a,b;+asb,+ash;, ha

1, j, k padronként egymasra meréleges egységvektorok.

Legyenek i, j, k paronként egymésra merdleges egységvektorok. Igazol-
juk, hogy a tér minden a vektorahoz egyértelmtien talalhaté olyan
a;, Gy, Q4 szdmhirmas, hogy a = a;i+a,j+azk. E szimhdrmast nevezziik
a koordinatainak.
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Hatarozzuk meg a-b-t, ha

a) a(l, 2,5); b(-1,3, —7);
b) a0, 2, 3); b(—2,1, 3);
¢) a(2,38,4); b5, 7, —1);

Hatéarozzuk meg az a hosszat, ha

a) a(l, 3, 5),
b) a(—1, =2, 7).

Hatirozzuk ineg az a-val egyez§ irdnyu egységvektor koordindtéit, ha
) a(l, 3, 5)

b) a(—1, -2, 17),

c) a(2, -2, 3).

Mekkora szoget zarnak be az a, b vektorok, ha

a) a(—1,8,7); b2 5 "~4);

b) af2, —3,5); b(-—1, —2, 5).

Tekintsiik az x, y. = derékszogl koordindta-rendszert, ahol 0(0, 0, 0)
A(1, 0, 0); B(0, 1, 0); C(0, 0, 1). Legyenek tovébba i = 04, o= 05,
k = OC. Igazoljuk, hogy a tér birmely P pontjinak koordinatdi meg-

egveznek a P pont OP helyvektordnak a koordindtaival.

Bontsuk fel az a(1, 2, —1) vektort a b(3, —1, —2) vektorral parhuzamos
és rd merdleges osszetevikre.

Legven a(3, —1, 2) és b(5, 2, ~3), és legven kozos a kezdSpontjuk. fgv
meghatdroznak egy sikot. Keressiink e sikban olvan vektorokat, melvek
a ¢és b-vel egvenld szigeket zdrnak be.

Adott a(1, —1, 2). Hdtdrozzuk meg a b(5, — 1, ) harmadik koordinatajit
ugy, hogyv b meréleges legven a-ra. -

Legyvenek a(5, —1, 2) és b(—2, 3, 1). Keressiink olyan x vektort, amelvik
merdleges a-ra és b-re is.

Legyenek a(1, 1, 1) és b(0, 1, 1), Keressiink olyan x vektort, amelyik a-vai
és b-vel 45°-08 sziget zar be.

Tekintsiik az a(l, 2, 2); b(—2, ~1, 2); ¢(3. 2, V3) vektorokat. Keressiink
olyan vektorokat, amclyek az a, b, ¢ vektorokkal egyenld szoget zér-
nak be.

Az A0 (2, —4, 7) vektort tiikrozziik az OB (-5, 2, 0) vektor egyenesére.
Hatdrozzuk meg a tiikorképvektor koordinatait.

Tikrozzitk az a(—2, —5, 7) vektort olyan sikra, amelyik merdleges a
b(1l, —1, 1) vektorra. Hatdrozzuk meg a tikorképvektor koordind.
tait.

Adott az O és a P, pont, tovabbs az n = 0 vektor. Igazoljuk, hogy P
akkor és csak akkor illeszkedik a P, ponton d4tmend és az n-re merdéleges
sitkra ha
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Igazoljuk, hogv a P(z, y, z) pont akkor és csak akkor illeszkedik a
Py(2y, Yy =) ponton dtmend és az n(4, B, C) vektorra merdleges sikra,
ha

Ax+ By+Cz = Ary+ By,+ Cz,.

(Ez utébbi egyenletet a széban forgé sik egyenletének, n-et e sik normal-
vektoranak nevezik.)

frjuk fel a P,(1, 5, —17) ponton atmend, n(l, —1, 2) normalvektoru sik
egyenletét.

frjuk fel a Py(2, 5, 5) ponton 4tmend és az xy sikkal parhuzamos sik
egyenletét,

Hatérozzuk meg a sik egy pontjdnak és egy normélvektordnak a koordi-
nétéit, ha egyenlete

a) 2r+5y—4z = 11,

b) 2x—1ly = 1,

c) 6r = 13.

Igazoljuk, hogy Az + By +Cz = D sik egyenlete, ha 4, B, C kozill legalabb
az egyik nem nulla.

Igazoljuk, hogy

|no(0P - 0P, |

a P pontnak és a P, ponton étmend, az n° egységvektorra meréleges sik-

nak a tavolsiga. .
Hatérozzuk meg a P pontnak a P, ponton étmend és n normalvektoru

siktol valé tdvolsigit, ha

a) P(5, 7, 2), P(—2, 3, 4), n(1, 2, 1),

b) P(0, 0, 0), Py7, 3, 2), n(2, —1, 1).

frjuk fel az 4(2, 1, 3) ponton dtmend és a 2z — Ty + 52 = 6 sikkal parhuza-
mos sik egyenletét, és hatdrozzuk meg a két sik tdvolsdgét.

Szémitsuk ki a 22—y+52z = 7 és az 5r+2y—z = 3 egyenletli sikok

hajlésszogét.
Mi annak a szilkséges és elégséges feltétele, hogy az Ax+By+C2=D;

és az A,x+ Byy+Cy2 = D, sfkok
a) parhuzamosak,
b) merélegesek

legyenek.
frjuk fel az A(1, 2,3); B(—1, — 2, 3) pontok meghatéarozta szakasz felez-

merdleges-sikjdnak az egyenletét. !
Igazoljuk, hogy P akkor és csak akkor illeszkedik a P, ponton dtmend

és a v-vel padrhuzamos egyenesre, ha
OP = OPy+tv,

ahol ¢ tetszdleges valés szam.
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Igazoljuk, hogy P(x, y, 2) akkor és csak akkor illeszkedik a P(x,, Wi ),
ponton atmend és a v(v;, v, vg) vektorral parhuzamos egyenesre, ha

T = Ty+ vy,
Y = Yot+1v,,
2 = Zy+tv,,
illetve ha v,, v,, v4 egyike sem nulla:
T—% _Y—Yo_2—%
Y L Vs

%Ez az egyenes paraméteres egyenletrendszere, ill. egyenletrendszere.)

rjuk fel az egyenes paraméteres egyenletrendszerét, ill. egyenletrendsze-
rét, ha p

a) Py(l, —1,2); v(5,1, —3),

b) PO(Oi O, O); V(ly 2, —1),

c). Py2, 3, 4); v(0, 1, 2),

d) P71, —2,5); v(0,0,]1).

Irjuk fel az A4, B pontokat 6sszekots egyenes paraméteres egyenletrend-
szerét, ill. egyenletrendszerét, ha
a) A(1,2, —3); B2, —1, —5),
b) A(0, 1, 3); B(—-2, —3,7).

Hatarozzuk meg az egyenes egy pontjénak és iranyvektordnak koordin4-

tait, ha egyenletrendszere ,

-2 y+5 =z-1

Yia 3 6
B at Char el ey
2 7 4
Hatéirozzuk meg az el Rl 2 és az -g- = %5 = ?—;—1 egyenesek
hajlasszogét. :
Hatarozzuk meg a 2z—5y—17z = 3 és az x;Z = 3%5 = g egyenes

hajlasszogét.

Hatdrozzuk meg a 4o+ 5y— 72 = 4,8 22— 3y + 72 = 3ésa3x—4y+2z = 10
sikok koézos pontjat.

r—1 +2

5 e
3 2
széspontjanak koordinitait.

Szamitsuk ki az egyenes és az r—y+ 22 = 0 sik met-
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