-5

" ¢) §in 0,5; sin 3,14; sin (—2); sin (—100); sin 1962;
o f) cos3; cos 9,42; cos 0,3;/cos 11; cos 48;

N g) tg9,5; tg0,1; tg7; tg52; tg360; ,
h) ctg1,2; ctg 2; ctg 120; ctg 235; ctg 1000?

'AZ ADDICIOS TETELEK ALKALMAZASA

397, Vozessilk le: ctg (x f) kifejenéoét a tg (= f) képlet levezetése mintd-

jara, valamint a ctg (¢ +f) = ——— osszefiiggés alapjén!
4 : tg (x £ B) . -
398. sin (z+y); sin (x—y); cos (z+y) és cos (x—y) kifejezések felhaszndlésdval

alakitsuk szorzattd a kovetkezd kifejezéseket: :

a) sin (z+y)-+sin (z—y);

b) sin (z-+y)—sin (x—y);

¢) cos (z+y)+cos (z—y); _o ‘ E
~d) cos (x+y)—cos (z—y)- : ' |
. Irjunk 24y helyett a-t és z—y helyett B—t. Hogyan alakulnak a kapott

“ egyenldségek ? _ _-
- 899. Az addiciés gsszefiiggések alapjan hozzuk egyszer(ibb alakra a kovetkezd §
: kifejezéseket: , :
“a) sin  (90°4a)= ~ j) cos (180°—a)= ' .
b) cos (90°+a)= . k) tg (180°+a)=
¢) ctg (90°+a)= 1) tg (180°—a)=
d) sin. (90°—a)= m) sin (270°4-a)=
e) cos (90°—a)= n) cos (270°+4a)= :
f) ctg (90°—a)= o) ctg (270°4-a)= S
g) sin (180°+a)= , p) sin (x—180°)=
h) sin 180°—a)= ‘ r) cos (x—180°)= ¢
= - 1) cos (180°+a)= s) tg («—180°%)= |
. 400. Az addiciés tételek alapjan irjuk egyszer{ibben a kovetkezd kifejezéseket:

- a) tg (45°+a)=. o -
o b) tg (45°—a)= v ,
/" ¢) sin (x4 60°)4-sin (x—60°)=
d) cos (45°+a)--cos (45°—a)= . :
¢) sin (45°—a)— cos (30°4-a)+sin? 30° — cos (45°+a)+-sin (60° —ec)+
. +-8in? 60°= S '
-f) sin a-+sin (z-+120°)+sin (x+240%)=
g) sin? 30°4tg 30°-tg 120°+sin® 120°=
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403.
404.

405.

406.

407.

408.
409.

410.

'.'Szé,mitsuk kl a’ 30° 45°-; 60°- és 90°-08' azogek t&nult szogfuggvényel
‘nek értékét’ felha,sznalva. a 15°-
" szogek szogfiiggvényértékeit!

, & 15%, a 105°, a 120°- és a 135%o0s -

Az egységsugaru korbe rajzolt szabélyos tizszogb6l hatérozzuk meg a - -
18°-08 és a 72°-08 szogek szogfuggvényertekelt .

Bizonyitsuk be, hogy az egységnyi sugari korbe szerkesztett ABCDE
szabalyos 6tszégben (AB AC)2= 5.

Szamitsuk ki a 63°-08 és a 27°-0s szogek szogfuggvenyertékelt a 45°-o08

és az el6z6 fela.datban kapott 18°-os szogek szogfiiggvényértékei segit-
ségével.

belazat hasznélata nélkiil allapltsuk meg, hogy mekkora

sin 2a; cos 2¢; tg 2«; ctg 2«; ha

) sina:%; ¢) tga =04;""

12 5
b) cosx = —; d) cosex =1}/ 2.
/ 13 ) / V 5
Végiil ellendrizziik az eredményeket a tablazattal.

Szamitsuk ki tg 20 értékeét, ha sin (90°—x) =% (0 < o < 90°).

Téblazat hasznilata nélkiil allapitsuk meg, hogy mekkora sin>; cos =

tg =, ha 7

2 c) cosoe=—;

. 7 16
a) cosx =—;

: .25 d) cosa = 0;
b) cosac::%; e) cosoq = —E.

Végiil ellenérizziik az eredményeket a tablazattal.

Szamitsuk ki a 36°-os szog szogfiiggvényértékeit a 18°-o0s szigre kapott
szogfiiggvényértékek segitségével.

Szamitsuk ki a 15°-, 22,5°-, 67,508 s végiil a 7, 5°—os szogek szogfiigg-
vényértékeit a 30°-, 45°-, 135%-08 & végiil a feladatban kapott 15°-os
szogek szogfuggvenyertekel segitségével.

Alakitsuk  az aldbbi kifejezéseket azaltal, hogy a 2z-nek fuggvenyelt
x fiiggvényeivel helyettesitjiik:

sin 2z

2sin x

'b) cos 2242 sin®z =

¢) (sin -cos x)2—sin 2z =
cos 2z

d) ———————cosx =
cosx—sinz

41
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sin g—sinz
e) TRIENE = |
sin 2z
sin2z —sint
f) ————=

sin? 2z
g) (cos z+sin +1)-(cos -+sin x—1)—sin 22 =
(2-+sin 2x)-(sin — cos x)+ (2 —sin 2x)-(sin x-}cos )

h) —

(2+sin 22)-(sin z— cos &) — (2 —sin 2z)-(sin z+-cos z)

Alakitsuk az alabbi kifejezéseket azaltal, hogy az z-nek fiiggvényeit az
%ﬁiggvényeivel helyettesitjiik s a 2z fiiggvényeit x fiiggvényeivel:

a) sin® z-+sin £ cos? % — ¢) 1—cos z-}+-sin z _
14-cosx ' 1-}-cos z+sin z
cos 2x—2 cos z+1 _ Cd) 2¢in x-+sin 2z _
cos 22+2 cos z+1 1—cos 2z

Bizonyitsuk be, hogy

a) sinx = _?.___cos‘2x_
4

cos 2x
.

b) cosx é%—i—

Fejezziik ki «; §; y‘széigfﬁggvényeivel a kovetkezd kifejezéseket:
a) sin (x+B47); b) cos (x+B+7); ¢) tg (@+B+p).

Fejezziik ki a szogfiiggvényeivel:

a) sin 3x; f) sin 6a; j) sin  5a;
b) cos 3a; g) cos 6x; k) cos 5u;
c) tg 3«; h) sin 8e; ' 1) sin 10a;
d) sin 4a; i) cos 8e; m) cos 10x
e) cos 4o;

szogfliggvényeket!

Alakitsuk az aldbbi kifejezéseket, felhasznilva az elézé feladat eredmé-
nyeit:

a cos 3a-+|cos

2.c08% ¢ —sin a-sin 2x

5) €08 3¢ —cos a _

2 sin o-sin 2o

sin 3o —sin o
¢ 2PN -

cos 3+ cos o
sin 3x-+4 sin®

d) =

cos 3x—4 cos® o




416.

417.

gin «—2 sin3

2cosda—cosa

co8 S —cos3 o

© gin 3a+-sind &
g) sin 3x—cos 3¢+ (cos a+-sin a)+(1 —2 sin 20)=
h) cos (30°+a)-cos (30°—a)— sm. 3x =
4 sin o

; sin ¢ 4-sin 3x—sin 5

cOo8"ot — COS 3ot — CcO8 Sa

7) sin 3a-sin® a+cos® ¢-cos 3o =
Igazoljuk az aldbbi osszefiiggések helyességét:

sin 3x+sin «
e — y

8in 2ec-cos o

b) cos 3a-}+cos o = 2;
€08 20+CO8 o

cos 3oc+cos « A__ 1—-tg?a.
- 3

sin 2x-cos o tg o

d) 4 cos 2¢-coso  1—tg?a -
sin 3ec+-8in tg ’

e) cos oc—l—sinoctgg- =1

Igazoljuk az alabbi osszefiiggések helyességét:

@) sin a-sin (¢ f)+cos a-cos (x+B) = cos §;
b) cosa-sin (x4 ) —sin x-cos (x+p) = sin §;
¢) sin o+sin (¢ —f)4-cos a-cos (e — ) = cos §;
d) cos a-sin (@ — fB)—sin a-cos (x— ) = —sin §;
e) sin (x4 f)4cos (x —B) = (sin a+cos «)-(sin f-+cos B);
f) sin (@—B)4cos (x+B) = (sin a+cos «)-(cos f—sin B);
g) sin (e~ B)-sin (x —B) = sin? « —sin? § vagy
sin (¢4 B)-sin («—B) = cos? f—cos?a;
h) sin (x+B)-cos (x—pB) = sin a-cos a-+-sin B-cos B;
i) sin (@ — f)-cos (x+B) = sin «-cos « —sin B-cos f;
j) cos (x-+p)-cos (e — B) = cos? x—sin? §;
k) sin* x—cost o = sin? ¢ —cos?2 «;
l) sin*a—costa = —cos 2«;

m) V(1+sina)-(1—sina) = +cos «;
n) (sin o —cos )2 = 1—sin 2«;

2
0) (sin g--&-cos %) = 1+-sin «.

43



418 Alakltsuk szorzattzi. A fmvetkezo klfe]ezeseket
. a) 1+sin o—+-cos attga =

. Bizonyitsuk be, hogy

b) 14-sin a4cos a+ctg o =
c) tgta—sinZ2a =

d) ctg?a—cos?a =

e) 14sinatcosa =

) 14-cos a+cos 2a =

cos? (x4-x)4-cos? £— 2 cos « cos T cos (ac+:c) klfe]ezes fuggetlen T-t6l.

. Igazoljuk, hogy

a) cos 36°—sin 18° = %
b) sin 75°—sin 15° = '%2- (= sin 45°);

¢) tg 15°+-ctg 15° = - ' :

d) tg 135°+(1—-cos 15°) (1-+sin 75°)+ctg 45°+-cos 75°.cos 15°. ctg 15°=

e) cos 24°+-cos 48°—cos 84°—cos 12°

44

[) sin 18%.sin 234° = —i;

g) cos a+cos 3x—+cos Sa--cos T = %, ha " a = 20°; °
h) cos 20+-cos 4a+cos 6a+-cos 8x = _——;-, ha o = 20°
t) cos a—cos 2a--cos 3ac¥cos 4o = %,‘ . ha o= 20°,

: 57 1
cos ——+cos —+cos —_—=—
2 7 7 7

o2n 4n S 2 |
k) cos —+cos ——l—cos— = — .
) T N 2 .
l) cos E—l—cos —_ +éos ——+ . .+cog ——— (n—2) -1—;
n

n

[

m) cos l;——cms 2—:{:cos 3z = %;

2n 4w 4r  6x 67  2nm 1
n) cO8 — - c08 — -4 Cco8 —+ CO8 ~—-——|—cos — +CO8 — = ——;
/ 7 i 7 7 7 7 2
0) tg 20°-tg 40°-tg 60°-tg 80° =
1

; 7
p) cos 12°.cos 24°-cos 36°-cos 48°.cos 60°-cos 72°-cos 84° = (;J ;
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422,

424.

425

sin a+sin 3ax+. ... 4sin 2n—1)a=

423. Bizonyitsuk be, hogy:

r) tg 90—ty 2T°—tg 63°1tg 810 = 4; “ A
8) sin 105°+-sin 75° = 2.cos 15°;
) sin 755—sin 15° V_§ .
cos 75°+cos 15° 3’
u) sir; 50°—‘sin 70°+4sin 10° = 0;

n 3z .  5n, . ,Tm 3
v) sint* —4sint —+4-sint —4-sint — = —;
/ 8 8 8 g g -
w) (8in® x-}cos® x—1)34-27 sin® x-cos® & = 0;

z) 2+(sin® o --cos® a)—37(8in“ a+tcosta)41 = 0.

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szdm és « =

, akkor:
2n+4-1

: ™
cos oc ¢os 200 cOS 3 . . . .. cos nee = [—| .
- 2

. ; c oy 7
Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szdm és « = —, akkor:

2n

sin o
. n+1
sin- + a
sin a+sin 2z+ . . . F-sinna = —“-—sin —.
sin—
' 2

Mely o hegyesszogre lesz:

1
- 1 + cos2a

sin? o cos? g

sin2 - +tg? oc}}—(itgzog =177

Igazoljuk az aldbbi Osszefiiggések helyességét:
ctgatctg | sin(x+B) 0

ctga—ctg B sin (x—p) N
b) sin? (x— B)+sin® f+2 sin (x— B)-sin B-cos a. = sin® «;

2tg>

. 2
¢) sina =
14+t

& 2

l—tgzi
d) cosa = —g;
1-++tg2 >

& 2

45
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427,

46

Fas

21:gﬁ
2
e) tgoz::—;;
1—tg2—
g 2
[) 2sin?a-ctg « = sin 2«;

g) 2cos?a-tg a = sin 2a;

k) 2tga sin o e _2ctge sin 2« ;
14+tg2e 14-ctg?a
—tg? 2.
Z) 1-tg % = cos 20 és tgia—l = cos 2a;
14tg%a ctgZa+1
i) 81.n 20 = 2ectga;
sinZ o
k 1-{—.cos 200 = ctga;
sin 2e
m, 14-cos 2x = ctg?a;
1—cos 2a
cos 2  tga
1+4cos 2« tg2
1 1 = —tg 2«;
l—ctga 1+4ctga
0) 2.cos?(45°+a) = 1—sin 2x;
p) (cos atcos B)%4(sin e+-sin )2 = 4-cos2a;ﬂ;

x—pf

r) (cos @—cos §)*4(sin & — B)® = 4 -sin? 5 ;

8) ctg a—sin 2a = ctg «-cos 2«;
t). 2 _ 14-cos 2oc.
1—-tg2 o cos 2«

Bizonyitsuk be, hogy

a) sin 3x = 4.sin a-sin [%+“] sin [i;-—a];

4
b) cos 3x = 4-cos « cos (oc+2§7-t] - CcO8 (oc—l—ét].

Bizonyitsuk be, hogy ha a # 90°4%-360° (k egész szdm), akkor

tg? (450+%) _ 1-+sina

1—sin«

-



428.

429,
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431.

432.

L

Bizonyitsuk be, hogy ha sin « ¢ —1, akkor: :
tg? [450—-]
Bizonyitsuk be, hogy ha sin « = —1, akkor

tg 450_1 _ COS
2) 14sina

Bizonyitsuk be, hogy ha « ¢ 904-%-180°, a,kkp;

—sina
1+4-sin «

|
tg [45°+9;_J._ﬂ =1.

COoS o

Bizonyitsuk be, hogy

) cos 20 = M ha - o # k-90°
ctg a4-tg «
b) _1 ——tgf—zctga, ha o« # k-180°
8in o 2
c) 8.costax—5-cos2a+2—2sin2x+3-cos? a-sin® ¢ = 5 costa;
d) cosa = !

l—l—tgoutg%

Bizonyitsuk be, hogy
ctgattg
ctg f+tg «

b) tgla—tg2p =

= ctg - tg B;
sin (x+f)-sin (x—f)

cos?x-cos? f

¢) ctg? f—otg® o = sin (x4 B) - sin (x—g) ,
sin? oc-stﬂ

x+p

sin ec+-sin f

d =t H
/ cos e-cos 8 & 2
¢) sin ¢+-sin g — _otg —ﬁ;
cos e —cos f8 2
. sin a —sin a—
P P — g2t
cos ¢ -}-cos . 2
sin @ —sin x4
g) Snazsinf —otg X1L,
cos c—cos f3 2

_sin (@+8+y)

cosacos B-cosy

h) tg attg f+tgy—tga-tgf-tgy =

417



433, Bizonyftsuk be, hogy

;z) cos g——;—cos “-:2“ ~+cos “_’;47‘

=0;

on | 4 o
b) cos%-cos “_; ”+cos ¢+27? . Ccos ot n+cos o i *® _ »\—3

¢) cos % cos @+ 2m - Ccos atdm _ cos z, 1
3 3 3 4

434. Bizonyitsuk be, hogy ha a+p+y = 180°, akkor :
' B.os?

a) sin ¢ +sin 4-sin y = 4-cos 2. cos Z.cos L
2 2 2

b)- cos o—+cos f-+cos y‘ = 144 sin 3;—- sin g - 8in —72}—;
¢) sin 2xz+sin 28+sin 2y = 4 sin «-sin B-sin p;
d) cos 2z-+cos 2B-+cos 2y = — 4 cos a-cos f-cos y—1;
e) sin?a-+sin? f—sin? y = 2 sin a-sin f-cos y;
f) cos?a+cos? f+cos® y+2 cos a-cos f-cos y = 1;

sin ¢-8in f—siny B.

sin -+-sin f+sin y. 2’

k) t=s*tg % tggotg %, ha ¢ hiromszog teriilete, s = a hdromszog

&
tg —-t
g2 g

félkeriilete; . ' - ]
> 8 2 .. P ’, 2 .
i) r=——— . , har = a hdromszog koré irt kor sugara;

B y

o«
4~cos-2—ocos-~cos—

j) t= 2r%sin « - sin B-sin y;

B Y.

k) p = 4r-sin % . sin E-sin s ha ¢ a haromszogbe irt kor sugara;

< ) tgattg+tgy = tgo-tg f-tgy;
' B Y @ By '
—4-ctg & = ctg — ctg — ctg —.
R 898 7
Cos n) dy-dyds = 4-0%r, ha ¢ a hdromszogbe irt kor sugara; r a haromszog
& koré irt kor sugara; d,, d,, d;, a beirt kor kozéppontjinak tdvolsiga
a csucsoktol. .
435. Tgazoljuk, hogy barmely hiromszogben:

m) ctg %—{Tctg.

1
a+-b tg“:ﬁ 4
a) = (tangenstétel); 3




SZOVEGES FELADATOK HAROMSZOGEKRE, NEGYSZOGEKRE,
SOKSZOGEKRE AZ ADDICIOS TETELEK ALAPJAN

436

437

438

439
440
441
442
443
444
445

446

4 Geome

. Bizonyitsuk be a kovetkezd tételt: Ha ¢ a derékszogli hdromszog at-
fogbja, a és b pedig a befogéi, akkor c2, 2ab és b2—a? szintén derékszogli
haromszog oldalainak mértékszdmai, s ennek egyik hegyesszige az eredeti

_hdromszog kisebbik hegyesszogének kétszerese.

a

b4c
(c az atfogd). Fejezziik ki% minden szogfiiggvényértékét a tg—z— segit-

. Bébizonyitandé, hogy barmely derékszogli haromszogben t;gfi =

ségével.
. Valamely derékszogii haromszogben az atfogé és az egyik befogd osszege:

c+b = 14 cm; tg-g- :%, ahol « az a befogéval szemkozti szog. Szd-

mitsuk ki a hiromszég oldalainak mértékszdméat trigonometriai tablak:
felhasznélasa nélkiil.

. Egy derékszogli hiromszogben adott a derékszog felezbje: f, és az «
hegyesszog. Fejezziik ki a haromszég oldalait és teriiletét a megadott
alkotérészekkel, és allapitsuk meg, mikor lesz a hiromszog teriilete a
legkisebb. . ' .

. Egy hiromszognek adott két oldala, és tudjuk, hogy a szogek arinya
1:2. Mekkorak a hiromszog szogei és az ismeretlen harmadik oldala?

@) a=5cm;b=4cm; b)a=7Tcm;b=4cm.

. Egy haromszog két oldala 3 és 4 cm, az Altaluk kozbezart szog 60°.
Mekkorak a haromszog ismeretlen szogei? _

. Egy haromszog két oldala 10 cm és 5 cm; az dltaluk bezirt szog kétsze-
rese a rovidebbik oldallal szemben fekvs szognek. Mekkordk a harom-
szog szogei?

. Egy hdromszog két oldalinak Osszege 132,7 cm, a harmadik oldalon
fekvs szogek -27°45' és 72°17' nagysighak. Mekkordk a héromszog
oldalai?

. Egy haromszog koré irt kor sugara 5 cm, egyik oldala 7 cm és a masik
két oldal aranya 5:3. Mekkorak a hiromszog ismeretlen oldalai és szogei?

. Hatérozzuk meg a hiromszog ismeretlen oldalait és szogeit, ha adott a,
o 68 my:m, = k!

Szamitsuk ki a feladatot, ha @ = 260 cm; « = 67°23" és my: m, = 21:13.

. Egy haromszogben két oldal ardnya 1:2; az altaluk bezirt szog 40°,
a harmadik oldal 15 cm. Mekkorak a haromszog ismeretlen oldalai és
szogei? :

triai feladatok IT. — 10127/I1L. ’ 49 -
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Egy hiromszog szogei tangenseinek ardnya 1:2:3. Mi az oldalak aranya?
Mekkordk a hiromszog ismeretlen szogei és oldalai, ha tudjuk, hogy
ab=1:2; a:f=1:3és c =5 cm? s

Egy hdromszog két oldala 15 cm és 9 cm hosszti. A nagyobbik oldallal
szemkozti szog haromszor akkora, mint a kisebbik oldallal szemkozti 8z0g.

a) Mekkordk a hdromszog szogei és a harmadik oldal?
b) Mekkora a hadromszoghe frhaté kor sugara?

Egy siktiikortdt az 4 pont 4, a B pont 9 m-re s a két pont egymastol
20 m-re van. Mekkora beesési szoggel esik a tiikorre az 4 ponthél kiinduls
fénysugér, ha a B pontba verédik vissza?

Egy egyenlS szdrd trapézban a két parhuzamos oldal: 2z és 2b hosszi.
A hosszabbik pdrhuzamos oldal egyik végpontjdbél a rovidebbik par-
huzamos oldal « szog alatt latszik. Mekkora a trapéz teriilete?
Szémitsuk ki a feladatot, ha 22 = 26 cm; 2b = 16 cm; o« = 36°30".
P pont helyzetét kell az 1:1 250 000 méretli térképen hirom ponthoz,

.az ugynevezett hdromszogelési pontokhoz viszonyitva meghatérozni. A le-

mért-Jitészogek: APB szog = 83°, APC sz6g = 130°, BAC szog = 65°.

A lemért tdvolsgok: AB = 17,2 cm és AC = 20 cm. Milyen t4volsigra

van P pont az 4 ponttdl a valésigban?

(4 = Szeged; B = Miskolc; C = Gy6r; P = Budapest.)

Oldjuk meg az el§z6 feladatot a kovetkez$ adatokkal: APB szog = 52°;

APC sz6g = 23° a = 105°, AB = 15 cm; AC = 8 cm. Mekkora az AP

tdvolsig a valésdgban? )

Egy négyszog oldalai: AB = 4 cm, AD = 5 cm; BAD szog = 110°15'.
z A csuesbdl hizott 4tl6 a C csicsnsl levs szoget két részre bontja:

BCA szog = 29,8°, ACD szog = 35°45'. Mekkora az AC 4tl6?

Az ABCD négyszigben adott AB és AD oldal, valamint az « szdg és

B = & = 90°. Mekkora az AC 4tl6 hossza?

Szamitsuk ki a feladatot, ha AB = 10 cm, AD = 20 cm és « = 72°.
Milyen messze van a derékszog cstcsétél az egységnyi befogéju egyenls
szari derékszogli hdromszognek az a bels§ P pontja, amelybdl az egyik
befog6 90°-o0s, a mésik befogé 120°-o0s szog alatt latszik ?

Egy haromszog alapjat a hozzé tartozé magassig egy 9 és egy 4 cm-es
darabra bontja. A haromszignek az alap 4 cm-es darabja mellett levd
sz0ge kétszerese a 9 ocm-es darabon fekv§ szognek. Mekkordk a hirom-
sz0g szogei, és mekkora az alaphoz tartozé magasség?

Egy négyzet alapu egyenls oldalélii gtla oldaléle o, az oldalél az alap
sikjaval o szoget zér be. Mekkora a test térfogata?

Hatérozzuk meg az egyenes korkipba irt gémb térfogatét és a kip-
paléstot ériptd kor sugarit, ha adott a kip alkot6ja és az a szdg, amelyet
az alkoté az alapkor sikjaval zar be.

Egyenes hasab alapja egyenl§ széra hiromszog. Mekkora a hasidb tér-
fogata, ha adott az egyenl§ szaré héromszog alapja: a, a szérak és az
alap é4ltal bezért « sz0g, és tudjuk, hogy a palist teriilete egyenld az
alaplapok teriiletének osszegével. . '

Szabalyos héromoldald gila alapéle a, oldallapja az alaplap sikjéval «
szoget zar be. Mekkora a gula felszine és térfogata?

Bizonyitsuk be, hogy ha «, 8, y egy hdromszog szogei, és sin y—cos a =
= cos 8, akkor a haromszog derékszogii.
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463.
464.

465.

466.

467.

468.

469.

470.

471.

472,
473.
474.

475.

476.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy héromszogben tg f-sin? y = tg y-sin® §,
akkor a haromszog vagy egyenl6 széru, vagy derékszogl.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszoghen

a-tg atbotg f = (a+b)-tg =",

akkor a haromszog egyenl(’i szard.
Bizonyitsuk be, hogy hg a«, B, 7 egy haromszog szogei,

és siny = Ms_l_n_é_’ akkor a haromszog derékszogl.
cos a+cos §
Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben S{n; = 2 cos a, akkor a hé-
- sin

romszog egyenld szard.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben

2sina-sin f

sin y

Y
ctg —,
g2

akkor a haromszog egyenld széru.

1

Bizonyitsuk be, hogy ha egy héromszogben cos e« cos f§+cos y = Y akkor

a héromszog egyenld oldalu.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben

b33 —ad
bt+c—a
akkor a hdromszog egyenld oldali.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben « = 120°, akkor az oldalakra
nézve fennall: ’

b (a®—b?) = ¢ (a®—c?).

Bizonyitsuk be, hogy az Osszes olyan héromszogek koziil, amelyeknek
egyenl§ a keriilete és egyenlS a y szogilk, annak lesz a legkisebb a ¢

. . 3
=a? és smﬁosm’y::—‘i-,

2 20

oldala, amelyben « = f, azaz a haromszog egyenld széard.

Adott egy hiromszog egyik szoge, « & szemkozt fekvs oldal a és a mésik
két oldal killonbsége: b—c¢ = d. Mekkora a héromszog teriilete?

Egy kor 60°-0s kozépponti szogét osszuk fel két részre tgy, hogy a rész-
szogekhez tartozé hirok arinya: 5:2 legyen.

60°-0s szog egyik szérdn A pont 16, B pont 25 cm-nyire van a sz0g csl-
csatél. Mekkora annak a kornek a sugara, amely az A és, B pontokon
megy 41, és a szog masik szarat érinti? :
Bizonyitsuk be, hogy

1
y:

1
4,

—f+—1—, ha ugyanarra a korre vonatkozélag @, a beirt n oldald,

On
A, a korillirt n oldalt és Ay, a korilirt 2n oldalt szabalyos sokszdg

oldalat jelenti.
Egy szabalyos hétszog 8t16i b és ¢, egyik oldala a. Bizonyitsuk be, hogy

1

a

1
b

L1
+=
4
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479.

480.

481.

482,
483
484.
485.

. Sz:imﬂ;suk kl a szabalyos otégu csﬂla,g teriiletét, ha 1smer]uk ket szom-
szédos kiils§ cstcspont osszekotS egyenesének tévolsigit az ett§l az
egyenestdl legtavolabb fekvs csticsponttol.

. Egy hiromszog oldalai szémtani sorozatot alkotnak, melynek kiilonb-
sége 1. A legkisebb szoge fele a legna,gyobbnak Mekkorak a haromszog
oldalai és szogei?

szbgek cotangensei

1

Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszogben 92— —2—

™

szamtani sorozatot alkotnak, akkor
ctg — etg ==
Bizonyitsuk be, hogy mmden hurnegyszogben ‘ )
tg— = I/ w, ahol « az a és d oldalak altal bezart szog, és
2 (s—b) (s—c) ’ :
at-b+c+d = 2s.

Egy hurnégyszog oldalai: a, b, ¢, d.
a) Mekkorak a négyszog atl6i?

- b) Mekkora a négyszog teriilete?

¢) Mekkora a koriilirt kor sugara?

Egy hirnégyszog oldalai: 41, 45, 22 és 31 cm hossztiak. Mekkora a
teriilete? '

Egy hurnegyszog oldalai: 13, 14, 16, 10 dm hossziak. Mekkorak az 4t16i
és a koré irt kor sugara?

Egy hirnégyszog hdrom egymés utini oldala @ = 15, b =18 és ¢ =
= 20 m, BD &tléja 23 m. Mekkordk a szogei és az ismeretlen oldala?
Egy négyszogben a:b:c:d = 9:8:7:6. Az a és d oldalak altal bezart
520g o = 72,6° és a négyszog terillete 225 cm? Mekkorak a négyszog
oldalai és ismeretlen szogei?

A SINUS- ES COSINUSFUGGVENYEK ABRAZOLASA
ES NEHANY TRANSZFORMACIOJUK

486.

52

Abrazoljuk kozos koordinita-rendszerben a kovetkezs figgvényeket a
[0, 2#] intervallumban:
a) y=sinz; y= 3 sin 2; Yy = %sinx;
1
b) y=cosz; y=2cosz; Y =§cos:1:;

. 1 . 1 .
c) y= —sinz; ' y= —3sinz; y:—;smx;

' 1
d) y= -cosz; y= —2co8w; Y= —gcosa:;



, é) y=sinz+2; - . =Sinm-¥3' y--2smw+3

487.

o

f) y = —sin 243; y= —-—“12~51nx+2 y-; —3sinz—1; -

g)y:cosx—l—%; Yy = cos x—3; y£3coszlv—2';

h) y= —coszx—2; y= —%cos z+3; y= —2cosz+1;

. . - .1
1) y = sin 2x; y:sm-;x; y:glnzx;

i) ¥ = cos 3x; y:cbs—;—m; y=co‘s 2z;

k) y =sin (—z); y = sin (—2z); y:sin{-—é—m);
S 1
l) y=-cos(—x); ~y=cos(—3z); y= cos(_——z—x];

m) 'y = sin (x+x); y =sin [:L‘—-Z;—]; y = sin (x+%);
n) y =sin (k—x); y = sin (¢+1); y = sin (z—1);
n n) 7
0 = cosjz+—]|; Yy =cos|x——{; == CO8 |——x|;
e T I Rt
x ‘ t:
p)y=tgz; y=tg—2-; y= —tguw;

r)y = [sinz|; y = [cos z|;
8) y = [sin z]; = [cos z];
t)?/—USinxll 3/—[|00370|]

s se s

fuggvenveket a [O 27:] 1ntervallumban

a)y = —3sin z+4;

b)y= ——%cosx——l‘);

c)y= sin[—2x+%); -
d) y = cos (—3x—mn);
e) y = —2sin (—2z)+1

f)y= —38cos [%—w]+2;
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488.

489.

490.
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’g) y = V2. siil (m+§];

h) y =sin?z = 1-cos 2z l—icos 2x;
2 2 2
. l14cos 2z 1 1
i)y = cos?r = ——— = —+—cos 2z.
)y 5 >3
Grafikus Gsszegezéssel dbrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket a [0, 2a]
intervallumban:
. n . x
a) y = sin |x+—|+sin [z ——|;
)y ( + 2J+ [ | 2}
b) y = sin r—cos [x—[—%);
¢)y = 2 cos x+sin (x—{—%];
d) y = sin x+£]+sin 2|
2 3
e) y = sin x+2 sin [a:—f-—});
f) y = 2sin i;“}-co:s z;
. 1 .
g) y = sin x+; sin 2.
A szogfiiggvények osszegére és kiilonbségére kapott azonossigok alapjan
hozzuk egyszer(ibb alakra az aldbbi fiiggvényeket, s azutdn dbrazoljuk is
ezeket: '
a) y = sin z+sin (g-—}—x);
b) y = sin |o+Z |+sin :v—-z;
)y [ + 4]+ ( "
. 7 @
¢) y = cos | —+x|+cos |——=z].
e s el
Alla,ﬁitsuk meg a kovetkezd fliggvények értelmezési tartomdnydt, majd

vizsgdljuk meg a fiiggvények menetét. Ennek alapjin vizoljuk fel a
fliggvénygorbét.

a) y = sin 2-4-cos x;
b) y = tg x+ctg z;
)y = 22,
d) y= Qeos



491.

492,

493.
494.

495.

¢) y=V1—sinz;
f)y=V1—cosz;
g) y = log,sinz, illetve y = lgsinzx;

k) y = Vlog, sin z, illetve y =Vlgsinz;
1) y = sin (sin @);
j) y = cos (cos z);

gin z

k)y= ;
z

cos &

l)y=——;
x

m) y = sin 2?;

n) y = x-8in x;
0) y = xsin x;
p) y = «? |sin z|.

Vizsgaljuk a kovetkezd fiiggvényeket differencidlhinyadosuk 0 helyein,
azok kornyezetében. Készitsiink értéktéblazatot, dllapitsuk meg a helyi
maximum és minimum értékeit. Végiil vazoljuk a fiiggvényeket!

. 2 .
a = 8in £ —CO8 T-}-—= SIN Z+CO8 T;
)y E
b) y = 6 sin x— 3 cos 2z+2 sin 3z;
¢) y = 2 sin x+cos 2z.

Mozogjon egy P pont az AB = 2r 4tmérsjt félkoron. Hizzunk merdle-
gest P pontbél az 4tmérdre és az 4tmérs A végpontjaban hizott érintére.
Szémitsuk ki az igy keletkezett téglalap teriiletét, mint a PAB szog (2)
fiiggvényét!

P pont milyen helyzetében lesz a téglalap teriilete maximalis? R
Az r sugart gomb koré irhaté egyenes kipok koziill melyiknek a térfogata -
a legkisebb?

Mozogjon egy P pont az AB = 2r atmérdjl félkoron. Kossiik desze a P
pontot a félkor kozéppontjsval (0) és A-val. Szerkessziink 4P-re egyenld
oldali haromszoget (kifelé). '

} .
a) Szamitsuk ki az AOPC négyszog teriiletét, mint a P AB szog () fiigg-
vényét! C az egyenls oldali haromszog harmadik csucsa.

r2l/§ ?

b) Mekkora x értéke, ha a négyszog teriilete g

Oldjuk‘ meg grafikus Gton a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket:
. 1
a)sine = —;
/ 2

b) cosx = 0,5;
¢) sin 2z = 0,5;
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L d)tge=gsinz;

496.

497.

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK

6) ctgx = 2 cos z. -

Egy héromszog két oldala 5 cm és 10 cm hosszt. Az sltaluk bezért 8z0g
kétazer akkora, mint. a kisebbik oldallal szemkézti szog. Szdmitsuk ki

grafikus dton a hiromszog szogeit.

Egy hiromszog két oldala 5 cm és 6 cm hosszi. A nagyobbik oldallal
szemkozti szog kétszer akkora, mint a kisebbik oldallal szemkézti 8z0g.
Szamitsuk ki a hdromszog szogeit grafikus wton.

ES EGYENLETRENDSZEREK

498. Hatdrozzuk meg z-nek azon értékeit, melyek az aldbbi trigonometrikus

499.

56

egyenleteket elégitik ki:

a)sinz = —0,66;
b) sin x = 0,993;
¢) Ts8inz = 3;
d)2sinz =1;
e)2s8iny = —1;
[) 2sinz = —Ve;
g) cosx = 0,5;

) cos z = —0,95;
i)3cosz =2;
i) 2cosz=V2;
k) 4 cos?z = 1;

l) tgx = 2,3;
m)Ttge=29;
n)tgr = —1;

o) ctgx = —0,4.

Hatérozzuk meg azon pozitiv hegyesszogeket, amelyek kielégitik a kovet-

kez8 trigonometrikus egyenleteket:
@) sin 5z = sin ;

b) sin 4z = sin 2—;
2
: n .
¢) sin [4x+g) = —s8in z;
d) cos 22 = —cos z;

e) cos 52 = cos z;
f) cos (824 8°) = —cos z;

1
1 2 E = —;
a) sm[ x+3] >

b) sin 3z = cos 5z;
c) tg (3m+%)-ctg (brx—xm) = 1;

d) tg m-(22+1)—tg - (x+1) = 0;

e) sin (E—{—xl = cos[ —-z}.
6 6

k) tg 2= —tg [x.—ij;

g) tg 5z = tg ;

12
i) tg 4o = —tg ﬁ;
2 N
7) ctg (3z+20°) = —ctg z;

k) ctg (52420°) = —ctg z;
l) ctg 4z = ctg z.

. Oldjuk meg a kivetkez8 trigonometrikus egyenleteket:




" 501. Oldjuk meg a kivetkezs trigonometrikus egyenleteket: .
a) 2sinz = tg z; ’ , R
b)3sinx =21tgx; ' o
c) bsinz =3tgz; '
d) Tcosz = 4ctgz;

e) sin z-cos z-ctg x = 0.

502. Oldjuk meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket:

a)sinz—cosz = 0;
b) sin z+cos z = 0;
c) 8sinx = 4 cosz;
d) sinx = 2cos x;

. 1
e) cos? z—sin® x = E; -

f) cos? z—sinz—1 = 0;
g) sin?z+cos x—1 = 0;
h) 4 cos? z = sin® z;

l1—sinz —1:
2cosx
1 ) 1

—tgor=—.

% 2

i)

cos

503. Oldjuk meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket:
a) 4sin?z+2sinx—1 = 0;.
b) 2sin?z—5s8in 242 = 0;
¢) 2 cos®z+cosx—2 = 0;
d) 4 cos? w-2(1+}/§)cos z+Y3 =0;
e) cos? x—cos & = sin®z;
f) 5(1—cos z) = 4 s8in z;
sin

———— = CO8 T;
l—sin o

h) 4 sin 43 cos ¢ = 2;
i) 3sinx+4cosx =35;

j) sin z--cos z =

ginz’
D 1 '
k) sin x4-cos x = ; e
CO8 T i S
1) cosz—sin?c = —0,4; . ! )
m) cos v = tg x;
t —_
n) c.g T _ 2)'3;
sin

0) sin :v-ﬁg z = 1,5.
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504. Oldjuk meg a kovetkezs trigonometrikus egyenleteket:

505.

506.

58

a) 4cos z = tg z;

b) 16 tg x = 15 cos x;

¢c) tg2x+5tgx—l=(i; o
d)V3tg?r—4tgaty3 = 0;
e) 5tglxt6tgr = 11;

f) tg2a—5 = ! ;
cos ¥
g) tg2z+17 = 10 ;
: cos x

h)tgz—ctgar =1; .
t)tgx—ctgr = 2;
j)tgx—8ctgz+2 = 0;
k) 2 tg x+ctg x+3 = 0;
l)tgtx—4 tg2 243 = 0;

. 3 .
m) sin* x+cost z—2 sin 2x+z 8in? 2z = 0; -

I

n) sin® x4-cos® z = ll

0) 4 cos* z = cos 2z-+sin? 2x;

P) 5 cos? x+cos? 20 — 4;

r) 3 tg2 243 ctg?x = 16. .

Oldjuk meg a kovetkezs trigonometrikus egyenleteket:
a) sin (60°—z) = 2 sin z;

b) cos (30°—z) = 3 sin z;

¢) 2sin (w-!—%J-i—S cos (x—%} = ﬂ/i;

1—2 cos 2a
d) tg (a4-2)-tg (a—=x =—
) tg (a+2)-tg (a—2) 172 cos 2
e) cos 2z = sin z;
f) sin 2z-cos? 2 = 1;

g) 4cosx =

sing
k) sin 2z—cos 2 = 0;
%) 3 8in 2z = 2 cos x;
7) sin 22 = 2 sin z;
cos 2z

k) sin z =

Oldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenleteket:
@) 2 8in? z4-sin? 2z = 2;
b) cos 2z+sin 20 = —1;



507.

508.

c) ti:sinz‘a;—i—coasf2 2z—1 =10; -
d) 12sin? x—2 cos? 2 = 3 cos 2z;
sin 2z

¢) 3sin2x—4 cos?x = 5

9 sinzi;—+2 cosz = 4;

g) sin 2z-(sin x—1) = cos z (sin z+2);
h) 8 sin? x4 sin 2x+5 cos 2 = 8;
%) 4 sin & cos x—2(sin x+cos z)+1 = 0.

Oldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenleteket:

a) 28in 2z = tg z;

b) sin 2z = tg z;

¢) sin z+cos z = 1,2;
d) sinztcosr=1;

e) sin z+cos x = %;

. 5
f) sin z4-cos x :Z;

g) sih z—V3 cosx = 1;
h) V3 sin 2+-cos z = V2.
Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket:

a) sin 22 = cos 3z;

b) sin 4z4-sinx = 0;

¢) cos 3x+2cos x = 0;

d) sin 4z —sin 2z = sin z;
¢) sin 2x-4-sin 32 = 3 sin x;

f) sin 32 -sin z =—i—;

g) sin 4x+sin 22 = sin 3z;

h) cos 5x+4-cos 3x = cos 6z-cos 2z;

%) sin z-+-sin 224-s8in 3z = 0;

J) cos x+cos 2z-cos 3z = 0;

k) tg x+tg 2z+tg 3z = 0;

1) tg x+tg 22+tg 3z+tg 42 = 0;
m) sin x-+sin 2z4-sin 3z = 1-4cos z-+cos 2z;
n) cos x--cos 2z--cos 3x-+cos 4z = 0;

0) cos 102+tg2 5z = 2;

p) sin 42+¥3 cos 42 = V2;
1 4 1 _ 2}’5

sinx cosz
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‘ b) [tg x)
510.

511.

: 509 Old]uk meg az al:ibbl tmgonometnkus egyenleteket
- (l) 16sm'z+41+cos 2 10

1
1—cos 2x]ma z

Irjuk fel azt a masodfoki egyenletet, amelyet cos 2z elégit ki, ha z a

4 cos? 342 cos z—1 = 0 egyenlet gyoke!

Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenletrendszereket:

a) vy = 45°;
2tgxr =3tgy;
b) z+y = 120°; »
sin z-+sin y = 1,5;

c) x—y = 60°;
tgr—tgy = 3;
d) x+y = 75°;
in? 2, L.
sin? z —sin y_z,
e) z+y = 90°;

1
cos?x—cosy = —;

f) sin (z+y) = 0,4540;

sin (x—y) = 0,3523;
g) sin (z+4-y) = 0,5299;
sin (z—y) = 0,9903;

7
h) sin x-+sin y = —;
) ¥=1;

. . 1
sin - 8in y =E;

. ' 14
%) CO8 T+Cos Yy — —;
/ y 15

1
COST-COBY = —;

j) sin?z—cosy = 1;
sin?xtcosy = 1;

k) sin® zcos?y =

cos?x—sin?y =

2

DO [= |

‘

l)sinz.siny =

-

CO8 Z+COS § =

Na|r—- ,,p[o: *“I““

m)mn(w+y)

sin 2z-}-sin 2y
0;-

n) s8in z. 08 Y =

(sin z4cos? ) sin? y = i;

o) sin (x+y) = cos (x—y);

tgr—tgy =1;
p) 2 cos z4-cosy = 1;
2 sin m—ﬁsiny = 0;

r) sinx_@-.
siny 2

‘ cosm_@.
cos 'y 2

s) tgot-tgy = 2;
tg 2o+-tg 2y = 1;
t) tg xt+tgy = 2;
2.coszcosy = 1;
u) 9tg xttgy = 4;
2ctgatdctgy =1;
v) cos z-+-cos y = 1,94;

cos 2z+cos 2y = 1,7661;

2) cosx—cos y = 0,5;
cos 2z-+-cos 2y = —1,5.



512.

513.

514,

Oldjuk meg az alibbi trigonometrikus egyeﬁletfendszereket:

a) flog y—3ogx = 1; -
%log cos (z+y)—2log sin (z4y) = —
b) 95—-2 .— 41/—1; -

sin [g—l—yl = 1—cos z;

1
c) a%Y = —;
8
l+igy
xl—tgllz 4:

Bizonyitsuk be, hogy a

cos a+-cos (a+x)+cos (a+y) =0
sin a+-sin (a+z)+sin (a+y) = 0
egyenletrendszer egyenértékii az
1+4-cos x+cosy = 0 '
sinz+4siny =0
egyenletrendszerrel.

Hatérozzuk meg az utébbi egyenletrendszer gyokelt
Bizonyitsuk be, hogy ha az

a-sin? z4-a;-cos? % = b

a,-8in® y+a-cos?y = b,
egyenletek gyokei kielégitik az
a-tgx = al-tg y egyenletet, akkor
1.1

a +a1 b b
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