III. INTEGRALSZAMITAS

1. A hatarozott integral fogalma

1. Osszuk fel a [0; 1] intervallumot » egyenld részre, és hatarozzuk
meg az R—R, x » x? fiiggvény e felosztashoz tartozo S, felsd és s,
also Osszegének a kiilonbségét, ha
a) n=2; b) n=4; ¢) n=8, d) n=100.

2. Osszuk fel az [1; 2] intervallumot » egyenld részre, és hataroz-
zuk meg az R—R, x » x? fiiggvény e felosztashoz tartozoé S, felsd
és s, alsd Osszegének a kiildnbségét, ha
a) n=2; b) n=4;, «¢) n=8;, d) n=100.

3. Osszuk fel a [0; 2] intervallumot n egyenlO részre, €s hatarozzuk
meg az R—R, x » 2x— x? fliggvény e felosztashoz tartozé S, felsd
és s, also Osszegének a killonbségét, ha
a) n=3; b) n=6.

4. Osszuk fel a [0; 8] intervallumot » egyenld részre, és irjuk fel az
x ~ 5x3 fiiggvénynek az adott felosztashoz tartozé S, felsé és s, alsé
Osszegét. Igazoljuk, hogy lim(S,) = lim(s,).

5. Osszuk fel a [0; 2] intervallumot » egyenld részre, €s irjuk fel az
[ fliggvény e felosztashoz tartozo S, felso és s, alsé Osszegét. Igazol-
juk, hogy lim(S,) = lim(s,).

a) D,=R, f(x)=4—x%
b) D,=R, f(x) = x*—4x;
¢) D;=R, f(x)=x*+1;
d) D,=R, f(x)=x>+1.
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6. Igazoljuk az alabbi eredményeket a hatarozott integral fogal-
manak a felhasznélasaval.

-

a) f[xw»c=4c (ceR);
1

1
b) [ x» —x=0;
-1

d) [xmcosx=0.
0

7. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat a deficini6 alap-
jan.

2 2 2
a) [x w5, fxpx, [x e 5%
0 ) 0
5 5
b i F 5) J‘ _L Zin:
) gt £x|->x, X e 0%
0 0
4 4 4
¢) fxm 3, fx e X3 [x - 3x%
0 0 0
4 4 4
d | xw3, fxrx [ xe3x%
wad -4 -4

8. Szamitsuk ki a definicio alapjan az alabbi R—R fiiggvények
0-t0] 2-ig vett hatarozott integraljat.
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c) x> —4, x » —4x, x+» —4x+10;

d)xr—vl/i, XH‘/E, XHVEX‘-‘]-.

9. Adjunk kozelitd értéket az alabbi hatarozott integralra a defini-
cio felhasznalasaval.

4 ; .
a) Jxr—»—; c) ijx2~6x+5;
X 1
1
4
1 1
b) IXHT; d) | xw 3=2u=n’
X =3

10. Szamitsuk ki a kovetkez6 hatarozott integralt a definicio alap-
jan.

3 5
a) [xv 4x—1; e) [x v 5x—x%
1 0
2 2
b) [x v 6x>+4; f) [xeax*—x
1 0
2 0,5
¢) [xw 6+9x—6x7 gl | % 1=a—2%
0 24
8
% s
d) ij——-; h) | x e x2—4x+3.
2 4 1
X

S
11. Szamitsuk kiaz | f hatarozott integralt a definici6 felhaszna-
z=18)
lasaval.

= o JA=E, .hax<2'
&} D=k, f(x)_{2x—4, ha x=>2°

- o JZ=x, hax<0
b} By=Bs Jo= {2—2x, ha x20°
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2—x, hax<-—2
¢) D;=R, f(x)=144  ha —2=<x<1;

3+x, ha x>1

2—x,ha x<-—-2

d) D;,=R, f(x)= {4, ha —2<xZ1.
5—x,ha x>1

12. Szamitsuk ki a definicio felhasznalasaval az
k+2
x
X ——1
2
r.

hatarozott integralt, ha a k értéke —3, 0, 3, 6, 9.
13. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralok kozelitd értékét.

X > sin x, X 2sin x;

a)

O =y NN
O ey N[Q

x n
2 2
b) [x - cos x, fx m cos x;
0 0
k4 T
s 2
¢) [x ~ sinx, [ x - sin x;
0 n
4
4 V4
4 9
d) [x v 3sinx, fx  3sinx
0 n
7
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2. Integralfiiggvény, primitiv fiiggveny,
hatarozatlan integral

14. Adjuk meg az f fiiggvénynek az a és b helyhez tartozo integral-
fliggvényét.

a) D;=R, f(x)=4 a=0, b=2
b) Dy=R, [f(x)~= %x+5; a=1, b=-4,
e) Dp=R, @) =3~ a=-—17,b=0;
d) D;=R, f(x)=2x+10; a=—5,b=1.

15. Abrazoljuk koézds koordindta-rendszerben az R—R, x+3
fiilggvénynek a 0, az 1, a 2 és a 10 helyhez tartozo integralfiiggvényét.

" %
16. Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben az R—R, x » gx

filggvénynek a —2, a 0, a 2 és a 10 helyhez tartozé integralfiiggve-
nyét.

17. Igazoljuk, hogy az f fiiggvény a helyhez tartozo integralfiigg-
vénye derivalhato6, és derivaltja az f fliggvény!

a) Dy =[—25], f(x) = 10; a=—2

b) D, = [0; 10], f(x) = 5—2x; a=0;

e) Be= il 8, flx) = x+1; a=1;

d) Dy = [a; + o[, f(x) = kx+1; (a, k, [eR).

18. Igazoljuk, hogy az f fiiggvénynek a 0 helyhez tartozé integral-
fiiggvénye derivalhato, és derivaltja az f fiiggvénynek a [0; + oo[ -ra
valo lesziikitése.

a) D;=R, f(x) = x%
b) D,=R, f(x)=x"+5;
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c) D;=R, f(x)= x> —6x;

d) D;=R, f(x)= % —Bx-+3.
19. Helyes-e az alabbi integralas?

a) [xpx’=xv 6x°+ C;

b) jx»5x4=xn—>x5+C;

¢) [xp 12x° =xr 2x%+C;

r

1
d |x» x+3)=x+ 8x6+3+c;

3 1
e) X x2=xp-Xx

J 3

" 1

f) XHx4=ngx5+C;

o

g) [xp 5x*=xr 20x3+ C;

h) [x e 90x%=xr 10x°+ C.

20. Igazoljuk az alabbi integralas helyességét.

1
a) Jx P xt=xp 5x7+C;
1
b) Jx B (34 2x+5)=xp Zx4+x2+5x+C;

1 1
z) Jx P (2D =x e gx5+ §x3+x+C;

d) JX > (2x+1) (ZX“I) = X > §x3—x—|—C;
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( 1
e) |xp (x+23=xmr Zx4+2x3+6x2+8x+C;

r

1 2 1
f xpXQ+x)2=xr ZX4+ gx5+ - x5+ C;

J 6
ﬂ s L
g) xn—»(x2—3x)2=x»—>gx5— 5x4+3x3+C;

Y

h) r 4x—2 K== 1
J xe (2—x+1)2 ¥ e —xtl

21. Igazoljuk az alabbi integralas helyességét.

+ G

i 1
a) |xp x2+5)7 2x=xw g(x2+5)8+C;

R
1
b) |x+ Bx3+5x*—8) 9x2+10x) = x 5(3x3+5x2—8)2+ G

¢) [xp3x)x*+6 =x (x2+6) /x2+6+C;

d) [xp 16x(2x*+7)2 = x » 2x*+7)*+ C.

22. Igazoljuk az alabbi integralas helyességét.

a) [x»2cosx=xw2sinx+C (xeR);

b) Jx ptglx=xmtgx—x+C (er—%;%[);

c) fxpectg’x=xp —ctgx—x+C (x€]0;x);

d) fx b (tg?x—ctg?x) = x b tgx+ctgx+C <xe:|0; g[)




23. Hol a hiba az alatbi kovetkeztetésben?
(x » sin®> x)’ = x » 2sin x cos x
és (x » —cos?x) =-x - 2sin x cos x,
tehat minden valds x esetén sin? x = —cos? x.

24. Hol a hiba az alabbi kovetkeztetésben?

) 1
IXH51nxcosx= xr—»ismzx

1
és an—»s1nxcosx= X —Ecoszx,

B g L 1
tehat minden x € R esetén Esm2 X = — ECOSZ X, vagyis

sin? x +cos? x = 0.
25. Allitsuk el6 az alabbi fiiggvények hatdrozatlan integraljat.
a) R->R, x5/,
R—->R, xwv 57x,
R - R, X - 5,7)62;
b) R>R, xw» =35,
R—-R, x» —5x,

R—>R, x+~ —5x%

¢c) R>R, xo |3
R - R, xn—»l/gx,
R - R, xr—»\/gxz;
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d) R - R, x&»—?,
R->R, xo —V—Ex,

3
2,

R->R, xm — —3~x ’

26. Allitsuk el6 az alabbi fiiggvények hatirozatlan integraljat.
a) [0; +o] =R,  yw |y,

[0; +o[ >R, yw |2

[0; +o[ >R, yw i3

3

b)R—)R’ yHV.;;’
3

| R—)R, Y y2,
3

R-R, y e

C) [0;+()O[—>R’ y[_;l/;,
[0; + oo — R, yHF,

5

d) R->R, y»ﬁ,
5

R_)R’ Y= y2’
5

R - R, y e |y
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27. Allitsuk eld az alabbi R* — R fiiggvény hatarozatlan integral-
jat.
‘ a) x = 5x%

b)xr—*41/?;
3
c)x»—»81/?;

5
‘ d) xe ;

5
1 7)x°
3

e) xHW_};
!‘ f)x*"|/x\3/—5
3

g) x v Jx|x;
3
li h) x e |x*|x.

‘\ 28. Allitsuk el az alabbi R* — R fiiggvény hatarozatlan integral-

| jat.

‘ 3 4
Vx x3x2
5 ;

a) x e

=
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c) xp

d x - -

x |fx
29. Végezziik el a kijelolt integralasokat.
a) [x»2, [xp(x+2), [xe»(2-x),
[xp (x+2)? [xe» (x—2)3%

b) [xw (2x+5), [x+p (x*-3), [xwr (x*-3x),
x
[xp @2x*+x-1), Jx - (5 +x2—2x3>;
¢) fxp 5 fxr (Gxt+1), [xe (Gx2+x—7),
{2 e Bt 4=t 8, |20 G =T Bu—a);

d [x»@B-x), [xp@+x), [xw»(3-x7
[xp @B+x% [x» (3—x>
30. Végezziik el a kijelolt integralast.
a) [x e (6x2+8x—F 3);

b} [x e (55 p37 460"+ 2;

) 2513+% :
c X 7x-4x SX,

d) § = Gu—1)7 (+3).




31. Végezziik el a kijelolt integralasokat.

[ x+x 1+ x2

a |xeo» —m 98mM R):
J V;C (XE )7
5 ( x3+8 -
)dx|->x+2 (xeR™);
r x2=7x+10
c) | xp ——7— (x€]2; +o]);
J 3x—6 ;
r x
d |xe <i - [> (xeR™);
J x =
3
r X
e) xn—»é#—[ (xeR™);
o l/; x
4
r X
1) xH4i+[ (x e R*):;

o ]/)—C X

g) [x v (x+rD)(x—)x+1)  (xeR™);

1) JXH(x2+13)(x2—2)
Vx?

*32, Végezziik el a kijelolt integralasokat.

(xeR™).

a) [ xw sinx, fx  cosx;
; L, 2
b) jx»-»(3s1nx—4cosx), wa<zs1nx+§cosx>;

¢) [x v sin?x, [ x » cos? x;

190




d) [ x e (sin® x+cos® x), | x ~ (sin® x—cos? x);

e) [x - sin2x, fx » cos 2x;

f) [x o (x—sin2x), | x & (5x+cos 2x);

g) [ x e sinxcos x, fx » (6x—8sin x cos x);
h) | x v 6cos3x, JXH<2+XZ“Sin§>.

*33. Végezziik el a kijelolt integralast.

il s ).

a) fxn—»sm * 6)’
i1

b) Jxr—»cos (x— Z)’

¢) [x - sin (n—2x);
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*34, Allitsuk el az alabbi]— 1; + oo[ — R fiiggvények hatarozat-
lan integraljat.

1
” x+1D?’
B) xe
| T
TS 1 .
(x+1)?’
x2+2x
g
(x+1)?
1
N :
(x+1)3°
f) —
I e (x+1)3°
‘ 1
g) x» 1= =5
(x+1

a) x

c) x» 1

d) x

e) x

(x+1)%
f' *35, Allitsuk el6 az alabbi fiiggvény hatarozatlan integraljat.

a) 12; + o] - R, b Al E )
b) ]—%;—i—oo[—»R, xn—>(3x—il—)‘;;
| y -
| A R
‘ 2x

"=

““\ d 1-1;1[ - R, X
) 1 [
\
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e) R->R,

f) R™ >R,

g) J1; +eo] » Ry

h) 11;2[ - R,

*36. Allitsuk el6 az alabbi fiiggvény hatirozatlan integraljat.

a) [-8 +wo[ R,
b) [2; + o[ > R,

¢) |- [ >R,

d) RT >R,

e) RT>R,

f) R*-R,

g) R"-R,

h) R™-R,

2x .
TR
30x2—20x+10
(x3—x2+x-1)%’
2-8x—6x?
Q+x—2x2—x%?’

4x3—10x
TP -

X B

X =

X

X P V;CT&
X (x=2) Jx—2
5
1-x
2
Ex
5x+10
*° R raits’
5x+10
x2+4x+10

X

1

X b

X =

:

Ix”
3=55°
3x
1+x%)%

X B

:

*37. Végezziik el a kijelolt integralasokat.

a) | xw sin?x,

|

fx » cos? x;
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b) [x v sin® x, [ x + cos® x;

¢) [x v sin*x, [ x - cos* x;

d) [x v sin’ x, [ x - cos’ x;

e) [x v sin®xcos® x, [ x ~ sin® x cos® x;

f) [ x v sin® x cos® x, [ x ~ sin® x cos® x;

g) [x v sin® xcos® x, [ x + sin®® x cos® x;
h) [ x v sin? x cos* x, [ x - sin* x cos® x.

*38. Végezziik el az alabbi integralast.
a): [ x + sin 5x cos 3x;
b) | x + sin 3x cos 2x;
¢) | x ~ cos 3x cos x;
d) | x v sin2x cos 4x;

e) | x ~ sin 10x sin 15x;
LX X
! JXHSIHESIHE;
AR
g) jxr—»cosicos§;

h) | x v sin x sin 2x sin 3x.
39. Végezziik el az alabbi integralast.

a) [ x v 2xsin x?%
b) X cos(3x?+ 5);
X b 75 c08(3x ;

¢) [x v (3x*—2)cos(x>—2x+1);
d) [x v (3x*—2)sin(x*>—2x+1);
e) [x v (2x+5)cos (x*+5x+1);
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aaal i T
i) an—» sm<3x 4),

g) | x v 3x*cos(x®—4);
h) [ x e 7x* sin(x®—4).

40. Melyik az R—R, x » 10x— 7 fiiggvénynek az a primitiv fiigg- “
vénye, amelynek a grafikonja illeszkedik az 4 (1; 5) pontra?

41. Van-e az R—R, x » 3x*+2x+1 fiiggvénynek olyan primitiv
fuggvénye, amelynek a grafikonja illeszkedik a B(0; 2) pontra?

42. Van-e olyan f R—R fiiggvény, amelyre f'(x) = 5x%—Tx+4 és
(1) = 32

43. Hatarozzuk meg az R—>R, x » 3x?—4 fiiggvénynek azt a
primitiv fliiggvényét, amelynek a — 1 zérushelye.

44. Hatarozzuk meg azt a g fiiggvényt, amelyre g(2) = 50 és min-
den x e R esetén g'(x) = 4x*>—9x+5.

4S. Hatarozzuk meg azt a h fuggvényt, amelyre A(1) = 2 €s min-
den x e R esetén #'(x) = x> —5x2+x+1.

46. Van-e az f fiiggvénynek olyan primitiv fiiggvénye, amelynek
a grafikonja illeszkedik a P(x,; y,) pontra? Ha van, adjuk meg.

a) Dy =R, [flx)=6x"=8  x4=2,y,=5
T
b) D, =R, f(x)=3sinx; Xg = _Z’y°=25

n
¢) Dy =R, f(x) =sinx+cosx; xo = 2 Yo=0;

d) D, = R\{2 + km; keZ}, flx) =2+ xo=0, y,=0.

cos? x

*47. Hatarozzuk meg a

S(x=1)

fiiggvénynek azt a primitiv fiiggvényét, amelynek az 5 zérushelye!
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*48. Hatarozzuk meg az

R-R, x~ 2x3cos <x4~— g)

fiiggvénynek azt a primitiv fiiggvényét, amely
a) a 0 helyen a 3 értéket;

b) a 3 helyen a 0 értéket

veszi fel.

3. Hatarozott integralok kiszamitasa

49. Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozott integralt.
3
a) [xm~ (2—3x);
1
2
b) [ x - (6x>+1);
1
2
c) [xe 2x*—3x—2);
0
)
d [ xe (6—x—x%;
=3
5
e) [xr (5x—x%);
0
2
f) Jxe @x—x);
0
3
g) [x - (2x*—8x+6);
1
0,5

h) —§1 x e (1—x—2x%).
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50. Szamitsuk ki a kovetkezé hatarozott integralt.

1
) | x v (F—3x* + 207+ 557 —dx+1);
(0]

1

b) | x e @x5—x*+|3x3—10x*+Tx+1);
=i,
24

c) [ xe (5x3+2x);

—24

0
) | @ B0+ 1)
22

51. Szamitsuk ki az
1

%=1

; +o[ >R, xw&

fliggvény k-tol l-ig vett hatarozott integraljat, ha

a) k=2,1=3, c) k=5,1=10;

b) k=2,1=5; d) k=10, [=17.
52. Szamitsuk ki az

R*->R, x~ |3x+1

fliggvény 1-t0l 8-ig vett hatarozott integraljat.
53. Szamitsuk ki az f fiiggvény a-tol b-ig vett hatarozott integral-
jat.

= 3 1
a) sz]_l;‘l'OO[, f(x)=(1+x)27 az_'Z, b=“5;
1
b) Dy =11+, flx)= el b=1;
C) o _R: f(x) - (1+x2)29 a__sa —
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d) Dy =1-525, f(x)=

a=0, b

1
- 24,
25— x’

54, Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralt.

a)

X ~ sin x;

O Gy N A

n

b) [x +~ 3cosx;

n

]

¢)

X > sin 4x;

Oty BN

X + cos 4x;

S
BN N

x + (3 sin x—2 cos x);

o
N
Oy BN

X b sin x cos? x;

b
O Gy N Q

x
2
g) | x v sin® xcosx;

N

n
h) | x e sin® x cos x.
0

T T T
*55, Integraljuk 0-tol > -ig és — > -t61 2 -igazf,ag,azf+tgésaz
f—g figgvényt.

1
a) szDnga J(x) =5sinx, g(x)= ZCOS X;
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b) D,=D,=R, f(x)=sin’x, g(x)= cos?x.
56. Integraljuk a-tol b-ig az f fiiggvényt.

) Dy =02 e Zib=2
a) Dy =|0;= |, x) = Y Dbt U Lk
=1%%s. cos?2x’ 8 6
[ 7] cos 2x 7
b) D, =]0;,-|, B = & =4, b=
v D | 2| /&) sin x+cos x : )
%
A tg—Z— 7
¢) Dy = O;EJ’ Sfx) = o =Gb =
- coszg
&) D AR 09 14t x\* 1 n
= E e e -~ g = — —
A RS a COS X cos* x’ 4’
b="
7

*57. Szamitsuk ki az alabbi hatdrozott integralt.

2n

a) [ x e sin®x;
0
:

b) [x e cos®x;
0

x B sin® x;

a)

St [N

%
2

d) | xw sin’®x.

NS

n

*58. Mennyi az | x v sin mx sin nx értéke, ha

a) m=n=2; c) m=2, n=4;
b) m=n=3; d) m=5n=3?
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*59, Igazoljuk, hogy

s ' y 0, ha m+#n
[ x v sin mx sin nx = )
7w, ha m=n

-n

*60. Szamitsuk ki az aldbbi hatarozott integralt.

X + cos 4x sin 2x;

Q
g
O ey V[N

b)

X - COSs 2x sin 2Xx;

AR ey N[N

T

¢) | x~ cos3xsin 4x;
e gl

21

3
d) fx + COS (—g —3x> sin 3x.

0
61. Integraljuk az f figgvényt k-tol l-ig, [-t6] m-ig és k-tol m-ig.
Milyen kapcsolat van a harom eredmény kozott?

a) Df=[0=6]5f(x)=vz k=0, l=3, m=6’
b) D; = [0; 4], f(x) = 6x2—8x+3; k=0, =25, m=4;

n 7
¢) D, =R, f(x) =2cosx; k= e [=0, m=5;
d) D; =10 e 3 . k=2 1=E m=>

) f_]!n[’f(x)_sinzx, _47 29 4

62. Igazoljuk a hatarozott integral definicidja alapjan, hogy
1 2 2
[f+[f= [/ ha
0 1 0

1
a) D;=R, f(x) :ZX;
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b) D; = [0; 2}, 6 = 3%
¢) D, = [0, 7, f(x) = sin x;
1
d) D, =[0;2], = —
) By = [0; 4] 0 = 56D
63. Igazoljuk a hatarozott integral geometriai jelentését felhasz-
nalva, hogy

'fx b (@dx—1) = fx i i ’fx > (4x—1), ha
g g h

a) g=1, h=2, k=3,
b) g=04, h=0,5 k=1,
g) =3 == = =0
1 1
d) g=-5 h=-, k=5-.
)¢ 4 2
64. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat.
2 7
a) | xw» 2x/; ¢) [xw|5—x;
=1 4
3 6
b)[xw |5—x|; d) [xe|5—x|.
0 4

65. Abrazoljuk az

Ik x?—4x+38, ha xe[0; 2]
f:10;4] - R, xH{4x_x2, ha x €]2; 4]

fliggvényt.
a) Differencialhat6-e az f fiiggvény?

4
b) Szamitsuk ki az | f értékét.
0

66. Abrazoljuk a

o f 8—2x2, ha |x| €[1; 2]
g:[—2;2] >R, x"’{x2+5, ha |x| € [0; 1[

fliggvényt!

|
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a) Differencidlhatd-e a g fliggvény?
2
b) Szamitsuk ki az | g értéket..
=2
¢) Mi ennek az integralnak a geometriai jelentése?

67. Differencialhatd-e a

-x*—2x, hax<-—1

#RAR,  we {x2+2x+4, ha x> —1

fliggvény?

2
a) Szamitsuk ki az [ & értéket.
=i

b) Mi ennek az integralnak a geometriai jelentése?

68. Differencialhato-e a

x*=9x, haxe[—3;0[

k:[-3;3]->R, xw& {—x2—9x, ha x [0; 3]

fiiggvény?

3
a) Szamitsuk ki az | k értéket.
=8

b) Mi ennek az integralnak a geometriai jelentése?
69. Allapitsuk meg, differencialhaté-e az
P B 3x, ha xe[—2; 3]
RERE R we {6x—;x2, ha x €]3; 8]
1
fliggvény? Szamitsuk ki az [ f értéket, ha
k
a) k=0, 1=1; ¢) k=3;1=8;
b) k=-2,1=3; d) k=2,[=8.
70. Szamitsuk ki az f fiiggvény a-t0] b-ig vett hatarozott integral-
jat.
1
a) D;=R, f&) =|x*-1;; a= -5 0=5
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b) D, = [—m;l, f(x) = |sinxl; a= — g Bei

x3, ha xe[-2;1]
¢} Dp=[-23, fH=91 a3 a=—2,b=3
3 ;E,ha xe]l; 3]

T
d) D; = [~ = n} f9 =
L

7
a= ——,b=m.
4

*71. Bizonyitsuk be, hogy ha
[a;b] «c D, é  f(x) = Ax+B (a, b, A, BeR),

akkor

2
cos x, ha xe Z; 7:[

b

a+b
[r=0-ar(57).

a

*72. Bizonyitsuk be, hogy ha
[a;6] = D, és f(x) = Ax*+Bx+C (a, b, 4, B, CeR),

akkor 5
ff=i[f(a)+4f< >+f(b)}

73. Az integralszamitas kozépértéktétele azt mondja ki, hogy ha
az f [a; b] — R fiiggvény folytonos, akkor van olyan k € ]a; b[, hogy

[ f=@®-a)fk.

Az f(k) szamot az f fuggvény [a; b]-re vonatkozé integralkozepének
nevezziik. Hatdrozzuk meg az f fiiggvény [a; b]-ra vonatkozd integ-
ralkozepét, ha
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a) f(x) = sin x; a=0, b=m;
b) f(x) = x* a=1, b=S5;
c) f(x) = 2x3; a=-5b=-1;
1
d) f(x) = Zx3; a=-2, b=2
*74, Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!
3 3 2
a) [xp e, [x e, [ xw e
0 1 2
3 3 2
b) §XH2x, jxl—>2x, jxn—->2x;
0 1 =2
3 3 2
) J 1 J 1 J 1
= b, X s
¢ x e 2% ” ¥ 2x 2
0 1 =2
3 2

d) [xm (55+57), }xH(5x+5—x), [ x - (55457,
0 1 =2

75. Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat.

5 6 6
f : _[ : f :
a) | x> —, X —, X P —;
X X x
1 1 5
_1 _1
3 =], 3
1 J 1 1
b) X —, X —, X =
X x
-1 -3 =3
x3+2x2+3x+4 x3+2x%+3x+4
¢) | xm 5 s X B 3 ;
% X
L 1
2 e
S 5
d) 2x J 2x
(g “
ST x*+3)"
o =iy



] ! 76. Hatarozzuk meg a k valds szamot, ha

k

: 1
I 1 1
W 2 |xp-=1xp
| X X
1, 1
4

2
[ 1 i 1
b) S{xp—=|xp—;
o X o X
1 1
. 2 k
| ) L= F 1
| ) S|lxmr—=1xp —;
o x o x
l i 2
[ k
[ 1 i 1
‘ d)S5jix»—=|xb—.
J X %
it i
8

77. Hogyan kell megvalasztanunk a k és az / valos szamot ahhoz,
hogy létezzék az
1 1

J : J 1
X Er—=—o=0 Nof

|x| |x—3]
k k

kiildnbség? Szamitsuk ki az adott kiilonbséget, ha
a) k=5, [=6; c) k=—4, I=-1;
b) k=1, [=2; d) k=0,1, [=29.

*78. Hogyan kell megvalasztanunk a k és a / valds szamot ahhoz,
 hogy létezzék és az In fiiggvény felhasznalasaval kiszamithato legyen
~az alabbi hatarozott integral?

) e (B 55)
a X | — — g
) A
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1
[ 1 1
b) | x»|——

x |x—3]

o
k

1
( 1 1
c) x| ———);
x| x—3
1
[ 1 1
dl |[xwl—-——=].
J x x—3
k

*79, Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat.

i

a) f x b 5xe*,
=1
1

Bl & e (@531,

0

0
J 3+ 2x
¢ | X ——
4—3x—x?
-2

n

d) fxr»tgx,

T4

1 ]
[x e 5xe, [ (xe 5xe);
0 -1

i §
[x e (7%+3x);

34+2x
B i
4—3x—x?

—o °
=

|
w

x - ctg x.

BN e ]

4. Teruletszamitasi feladatok

80. Melyik sikidom teriiletét adjak meg az alabbi hatarozott integ-

ralok?

1
a) [xr 4x,
0
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§XH4x, jxn—»4x;
0



4
x e x2, [x e x%
1

1
f ) [x e X%
v 0

c) }x - (4x—x?), x - (4x—x?),

O== b O%==— b

x b (4x—x?), ‘

e N

g 4) jx P (dx+ x?), }x B (4x+ x?), }x P (dx+ x?).

‘ 81 Melyik sikidom teruletet adjak meg az alabbl hatarozott integ-
- ralok?

2 2

Ca) [x e (xP+1), [x 0 (x2+49);
0 \ 0

| i 1

b)) [x e 4x3, fx - (4x3+2);
: }
3 3

c) [xp (Bx—x?), fx e (5+3x—x?,

) 0
: :

d) [x - cosx, | x » (2+cos x).

- ;

82. Szemléltethetdk-e valamely sikidom teriiletével az aldbbi haté-
. rozott integralok?

a) —jlxn—» (x*—1), }) X (x241),
=3 g
1 2
[xw (x*=1), fx e (x*=1);
0 1
i b) _jlxr—»(l—x), ? x (1—-x),
] =2 =1
1 2
§ @l =, fxm 1-x);
0 1
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-4 0
¢) [ x e (1+sinx), | x» (1+sin x),
Za ~1

}_XH(l‘l‘Sil’lX), }XH(l"‘Sinx);
) 1
-1 0

d [ xr (x*—4, [ xp (x*—4,
}XH(}CZ—‘I), fxl—»(xz—4j.
0 1

83. Szamitsuk ki elemi uton és a hatarozott integral segitségével
is az alabbi egyenletli egyenesekkel kozrefogott sikidom tertiletét.

a) y=0, y=2x, x=10;
b) y=0, y=3x—1, x=1, x=2
c¢) y=0, y=2-2x, x=0, x=2;
d) y=0, y=4x+2, x=0, x=2;
e) 2x—3y =1, 5x-2y=4, 3x+y=18;
f) y=2, x—y+3=0, x+2y—-15=0;
g) 3x+2y—-21=0, x—-y+3=0, x—6y+13=0;
h) 3x+4y—21=0, 5x-2y—-9=0, x—-3y—7=0.
84. Hatarozzuk meg az 5. dbrdn lathat6 parabolaszeletek teriiletét.

85. Igazoljuk, hogy egy parabola és a tengelyéfe merdleges szeld
altal kozrefogott parabolaszelet teriilete egyenld a szelet koré irhatod

2
téglalap teriiletének 3 részével.

86. Mekkora teriiletii sikidomot hatarol az y = ax? egyenletii para-
bola, valamint az y=k és az y=1 egyenletli egyenes, ha

'a) a=la k=1, l=4,

b) a=1, k=4, [=25
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, k=4, [=25?
S

87. Mekkora teriiletii sikidomot hatdrol az y = ax? (a € R*) egyen-
lett parabola és két, az x tengellyel parhuzamos szeldje?

88. Legyen A(ay; a,) és B(by; b,) az y=kx> egyenletii gorbe két
pontja (ke R*, b, >a, eR*), 4, és B, illetve A, és B, pedig az A és
a B pont vetiilete az x, illetve az y tengelyen.

a) Mekkora az 4,.B,BA sikidom teriilete?
b) Mekkora a B,A4,A4B sikidom teriilete?

89. Mekkora az x tengely és az alabbi egyenletli parabola éltal
kozrefogott parabolaszelet teriilete?

a) y = x*+2x; c) y= —x*+2x;
b)) y=x>-2x; d) y=—x*>-2x

] 90. Mekkora az x tengely és az alabbi egyenletti gorbe altal kozre-
| fogott sikidom teriilete?

L a) y=4-x% ¢) y=x*+4x-5;
B b = 3-2—a5% d) y = 6x—x>%
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91. Mekkora teriiletii sikidomot fog kozre az alabbi egyenletii
gorbe és az x tengely?

a) y=3x—x% ¢} = -2 -3
b) y = x=x d) y=~x2+7x—10.
92. Mekkora teriileti sikidomokat hatarol az x tengely és a
a) sinusgorbe; b) cosinusgorbe?
93. Mekkora teriileti sikidomot zar koril az y* = %x egyenletll
gbrbe és az x=2 egyenletl egyenes?

'94. Legyen A(ay; 1) és B(by; 3) az y = 3x? egyenletii parabola két
pontja. Mekkora teriiletli sikidomot fog kdzre az adott parabola és
az AB egyenes?

95, Mekkora az y = kx? egyenletil parabola és az y =mx egyenle-
tll egyenes altal kozrefogott sikidom teriilete, ha

a) k=m=1, c) k=1, m=—2;
1
b) k=1, m=2; d) k= Z’sz?

96. Igazoljuk, hogy az y=x" (n € N*) egyenletii gorbe, az x=1 és
1
az y=0 egyenletli egyenes 1 teriiletti sikidomot fog kozre.
n

97. Mekkora teriileti sikidomot fog kozre az y = kx"
(k e RN\{0}, ne N™) egyenletii gorbe, az x=a (aeR™) és az y=0

egyenletli egyenes?
98, Mekkora teriiletii sikidomot fog kozre az f és a g, R—R
fiiggvény grafikonja?

a) f(x) = 4x—x%, g(x) = 0;
b) f(x) = x(x—1) (x—2), g(x) = 0;
c) f(x) = x? g(x) = 3-2x;
d) f(x) = —x, g(x) = 2x— x>,
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99. Mekkora az alabbi egyenletit gorbék altal kozrefogott sikidom .
teriilete?

a) y° = 2x—4), x=5;

1
b) y2=§x, x—2p=0
&l y* = Ox, 3x—y = 6;
d) y* = x, x’=y.

100. Szamitsuk ki az y* = ax és az x> = by (a, b e R\{0}) egyenletii
parabolak altal kozrefogott sikidom teriiletét.

101. Mekkora teriiletii sikidomot fog kbzre az y = (x+ 2)? egyen-
letli parabola és a két koordinatatengely?

102. Mekkora teriiletli sikidomot vag ki az elsé, illetve a méasodik
siknegyedbdl az y = —x*—3x+4 egyenletii parabola?

103. Mekkora teriiletli sikidomot vag ki az els6, illetve a masodik
siknegyedbdl az y = —3x?— x+4 egyenletii parabola?

104. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az
y = 2—x—x? egyenletd parabola és a tengelypontjan athaladé, 2
iranytangensu egyenes fog kozre?

105. Mekkora teriiletl sikidomot fog kozre az f és a ¢ R—»R
fiiggvény grafikonja?

2 ) =% glx) = 3=x%

b) f(x) = x+3, g(x) = x*+3x;

¢) f(x) = x>—4, g(x) = x+2;

d) f(x) = x+3, g(x) = x3+3x%;

&) f(x) = 3x°, gx) = 4=

f) f(x) = x*=35, g(x) = —x?>+4x+1;
g) f(x) = 2x+4, g(x) = 3x2—5x+8;
h) f(x) = 3x—x?, g(x) = 3x2—x.
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106. Hany sikidomot fog kozre az x tengely es az
R-ER, x=x®—63"+11x—6

fliggvény grafikonja? Szamitsuk ki e sikidomok teriiletét.
107. Szamitsuk ki az alabbi egyenleti gorbék altal koriilhatarolt
sikidomok teriiletét.

a) y=x3,y=0, x=1, x=2;
b) y=x3, y=0, x=2;

c) y=x3,x=1,y=8§;

d) y=x3,x=2,y=1;

e) y=x°, x=y,

f) x=y% x=8,y=1;

g) x=y% x=0,y=1,y=2;
h) x=y3 x=y.

108. Szamitsuk ki az alabbi egyenletii gorbék éltal koriilhatarolt
sikidomok teriiletét.

a) y* = 1—x, x+3=0;
b) 4y = x?, 4x = y*;
c) y*+2=x, 2y2=1x;

]/1
d) y=|x-2, y= Ex,y=0-

#109. Abrazoljuk koordinata-rendszerben a kovetkezd egyenletil
gorbéket! Mekkora teriiletii sikidomot fognak kozre?

a) y* = x°, x=4
b) y* = (x—4)> x=§,
c) y—4? = x3, x==d;

d) -4 =(x—4° x=8
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110. Mekkora teriiletii sikidomokat hatarolnak az alabbi egyenle-

ti gorbék?
X
a) y = 2x° P =t
8
b y=2-x% x*=y?
¢) y=4-=x°, y=3x% x=—1;
d) y=x%, y ="%.

111. Szamitsuk ki az alabbi egyenletli gdrbék altal hatarolt sikido-
mok teriiletét.

a) y=sinx, y=cosXx;
b) y=sinx, y=cosx, x=0;
¢) y=sinx, y=cosx, X=m;
d) y=sinx, y=sin2x.

112. Mekkora teriiletii sikidomot fog koézre az

1
£10; 7]-R, x~ Esin 2x
és a
g: [0; 7]-R, x - sin x(1+cos x)
fliggvény grafikonja? '
113. Valasszuk meg a ¢ valos szamot ugy, hogy az y= f(x) egyen-
leti gorbe és az x tengely 10 egység teriiletil sikidomot fogjon kozre.

a) D;=R, f(x) = c—x%

b) D,=[0; n], f(x) = csin x;
¢) D;=[0; + oo, f(x) = ex—x%
d) D,;=[0; +oo], J() = 2x—ex2.
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114. Egy parabola illeszkedik az origora, tengelypontja a 7(2; 5)
pont, tengelye merdleges az x tengelyre. Mekkora teriiletii sikidomot
fog kozre a parabola, a parabola tengelye és az x tengely?

*115. Az x2—9x+y+8 = 0 egyenletii parabolat az y = 1—x
egyenletii egyenes az A(1; 0) és a B(by; b,) pontban metszi.

a) Mekkora teriiletii sikidomot fog kozre az AB szakasz €s az AB
parabolaiv?

b) Mekkora annak a hiromszognek a teriilete, amelyet a prabola
A-beli érintdje, az AB egyenes és az x = b, egyenletil egyenes hataroz
meg?

¢) Mekkora annak a haromszognek a teriilete, amelyet a parabola
A-beli és B-beli érintbje, valamint az 4B egyenes hatiroz meg?

#116. Az x2+ax+by+c = 0 egyenletli parabola illeszkedik az

origbra és a P(6; 1) pontra, a P-beli érintd irdnytangense — 1.

a) Hatarozzuk meg a-t, b-t €s c-t.

b) Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet a parabola, a
P-beli érintd és az y tengely fog kozre?

¢) Mekkora teriilett sikidomot fog kozre ez a parabola €s az y=x
egyenletli egyenes?

117. Az x2—8x+y+7 = 0 egyenleti parabola, a 2 abszcisszaji
pontjahoz tartozd érintd és az x tengely két sikidomot fog kozre.
Szamitsuk ki mindkettének a teriiletét.

118. Szamitsuk ki annak a kisebbik sikidomnak a teriiletét, ame-
lyet az x*—9x+y+8 = 0 egyenletl parabola, az x, abszcisszajl
pontjahoz tartozé érintd és az x tengely fog kozre, ha

a) xo=T, b) xo=35; c¢) x=4%5; d) xo=2.

119. Oldjuk meg az eléz6 feladatot azzal a véltoztatassal, hogy az
x tengely helyett az y tengelyt szerepeltetjik!

120. Az x*—6x+ y+5 = 0 egyenletil paraboldhoz az x tengelyre
illeszkedd pontjaiban érintket huzunk. Mekkora a parabola és a
két érintd altal kozrefogott sikidom teriilete?

121. Mekkora teriileti sikidomot fog kozre az x—2y+2 =0
egyenletli egyenes és az a T'(0; 5) tengelypontu parabola, amelynek
a tengelye parhuzamos az x tengellyel és egyik pontja a P(4; 3) pont?
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*122. Az x*+ax+by+c = 0 egyenletii parabola illeszkedik az
O(0; 0) es az A(6; 0) pontra; az O-beli érintd irAnytangense 1. A pa-
rabola 5 abszcisszaju pontja B.

a) Hatdrozzuk meg a-t, b-t és c-t.

b) Mekkora a parabola és az OB egyenes altal kdzrefogott sikidom
teriilete?

¢) Mekkora teriiletli haromszoget fog kozre az OB egyenes, a para-
bola O-beli és B-beli érintdje?

123. Az x> —8x—y+15 = 0 egyenletii parabola az x tengelyt a k
és az [ (k, [e R, k<) abszcisszaju pontokban metszi.

a) Hatarozzuk meg a parabola 3 abszcisszaju pontjaban az érintd

egyenletét!

b) Mekkora teriileti sikidomot fog kozre ez az érintd, az x tengely
és a parabola?

¢) Mekkora teriiletii sikidomot fog kozre ez az érinté, az y tengely
¢és a parabola?

*124. Az x* + ax+by+c = 0 egyenletii parabola az x tengelyt az
0(0; 0) és az 4 pontban metszi, tengelypontja a T(3; 2) pont.

a) Hatarozzuk meg a parabola O-beli és A4-beli érintSjének az
M metszéspontjat!

b) Mekkora az OAM haromszog teriilete?

¢) Mekkora az OM szakasz, az AM szakasz és az OA parabolaiv
altal hatarolt sikidom teriilete?

*125. Egy parabola tengelye parhuzamos az ordinatatengellyel,
tengelypontja a T(2;5), egyik pontja az A(4;0) pont. Mekkora
annak a sikidomnak a teriilete, amelyet a paraboldhoz a — 2, illetve
a 4 abszcisszajii pontjaban huzott érintd és a parabola zir kdzre?

126. Két parabola illeszkedik az A(—2;3) és a B(4; 3) pontra,
tengelyiik parhuzamos az ordinatatengellyel, tengelypontjuk ordina-
-~ tdja 6, illetve 1. Mekkora az altaluk kézrefogott sikidom teriilete?

1 5 5
127. Két parabola illeszkedik a P<5; 5) és a Q<3; 5) pontra,

tengelyiik parhuzamos az ordinatatengellyel, tengelypontjuk ordiné-

13
taja 5 illetve 4. Mekkora az altaluk kodzrefogott sikidom teriilete?




*128. Az y = ax*+bx+c egyenletii parabola az y tengelyt a
P(0; —10) pontban metszi, az y = 3x? egyenletii parabolat pedig az
E(1;3) pontban érinti. Mekkora teriileti sikidomot zar kozre ez a
két parabola és az x tengely?

129. Adjuk meg a k> szamot gy, hogy az y = k?—4x? és az

2
y=1- k—xz egyenletli parabola koziil az egyik haromszor akkora

teriiletil sikidomot fogjon kozre az x tengellyel, mint a masik.

130. Valasszuk meg a k szamot gy, hogy az y = x>+ 3x+4k és
az y = kx>+ 3x-+4 egyenletii parabola T teriiletii sikidomot fogjon
kozre, ha

1
a) T=32;, b) T= 55, c) T=10; d) T=

#131. Valasszuk meg a k <2 szamot gy, hogy az x>+ 3x>— 5x+
+y =10, az x*+3x*+y = 20 és az x=k egyenletli gorbék 2,5
egységnyi teriiletdl sikidomot fogjanak kozre.

132. Azf: R—R, xx>—9x>+23x— 15 fiiggvény egyik zérushe-
lye 1. Mekkora teriiletii sikidomot hatarol az f fiiggvény grafikonja
és az x tengelynek az f masik két zérushelye kozotti szakasza?

133. Az f: R—R, x » x*>—3x+3 fiiggvény minimumhelye k, ma-
ximumbelye /. Mekkora teriiletii sikidomot fog kdzre az x tengely,
az x=k, az x=1 egyenletll egyenes és az y = f(x) egyenletli gorbe?

134. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az y = é
egyenletii gdrbe, az x=k, az x=1 és az y=0 egyenletii egyenes fog
kozre?

a) k=1, [=4; ¢) k=025 I=1;
b) k=1, [=10% d) k=10"%, [=1.
135. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az y = ;15

egyenletli gorbe, az x=k, az x=1és az y=0 egyenletli egyenes fog
kozre?
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=4,
I=10°%

a) k=1,
b) k=1,

¢) k=025 I
d) k=1075, I

I
1.

I

1
136. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az y = —
b

egyenletii gorbe, az x=k, az x=1¢és az y=0 egyenletll egyenes fog

kozre?
a) k=1, [=4
b) k=1, I=105

¢) k=025 I
d) k=10"°,

L
I=1.

1
137. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet az y = I/js
%

egyenletii gorbe, az x=k, az x=1és az y=0 egyenletli egyenes fog

kozre?
a) k=1, [=4
b) k=1, ' I=10%

¢) k=025 1
d) k=10"°,

15
I=1.

*138. Szamitsuk ki annak a sikidomnak a teriiletét, amelyet az
alabbi egyenletekkel megadott gorbék fognak kozre.

a) y = ¢,
b) y=r¢€,
Bl P =4
d) y= xe*’,

2
e) y= xe*,

) y=QA+x)e,

)_1+xx
9)’776,

h) y = (x+3)e’ 3%,

x=0,

x=In 2,

x=In—,
4

x=—1,
x=0,

x=0,

x=175, y=0;
x=In25 y=0;
x=—In2, y=0;
x=1, y=0;
x=In15, y=0;
x= - = ¢
x=In8 y=0;
x=2, y=0.
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5. Térfogatszamitasi feladatok

139. Forgassuk meg az x tengely koriil az alabbi egyenletli gorbék-
kel hatarolt sikidomot. Mekkora a sikidom teriilete és mekkora a
keletkez6 forgastest térfogata?

a) y = x, y=2x x=5
b) y=x3? y=2x% x=5
c)y=1x3 y=2x* x=5
d) y=|x y=2x =x=5

140. Forgassuk meg az x tengely koriil az alabbi egyenletli gorbék-
kel hatarolt sikidomot. Mekkora a keletkez6 forgastest térfogata?

a) y = 3x%, y = 2x;
1
b) y = sz, x+2y =12, x=0;
1

=2— —x?, =0;
c)y 4x’ y

d) y =—x2, x+y+2=0.

141. Mekkora térfogatu forgastest keletkezik, ha az alabbi egyen-
letit gorbék altal kozrefogott sikidomot megforgatjuk az x tengely
koriil?

a) y=x° y=0, x=1;
b) y= x>, P
1 3
c) F=g¥ y=x;
1 1
d) y=-x3, = — %
)y 3 Y=
1
e) y=;, y=0, x=1, x=2;
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1 6
3= P =y x=1, x=6;
X X
)y =L 6 et
g y x+27 y—x+27 X= y X= 4,
1 6
h) y=-+2 y = —+2 x=1,  x=6.
X X

142. Abrazoljuk az
T, 3—|x—3], ha xe[0; 4]
k142 h A {6— 1x—8], ha xe4; 14]

fliggvényt.
a) Mekkora az y = f(x) egyenletii gorbe és az x tengely altal hata-
rolt sikidom teriilete?
b) Mekkora a fenti sikidom x tengely koriili forgatasaval letrejott
test térfogata?

143. Forgassuk meg a kovetkezd egyenletii gérbék altal korulha-
tarolt sikidomot az x tengely koriil, és szamitsuk ki az el64all6 forgas-
test térfogatat.

a) y = sinx, y = 2sinx, (xeln Qn]);

b) y =sinx, y = 3sinx (x €[x; 2n));

c) y = cosx, y = 2cos X, (xe —Z;g});

d) y =cosx, y = 5cos x, <xe _E;E}>;
| 2 2

e) y = sinx, y = sin 2x, <xe 0; g}),

f) y=sinx+1, y=sin2x, x=0, x=g;

v i
g) y = cos x, y = cos 2x, x=2, <xe[0;2}>;
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T T T e e

i 7
h = 2¢cos X, = cos 2x, = = - —,
)y y E=gs ¥ 4

144. Forgassuk meg az abszcisszatengely koriil azt a parabolasze-
1 ’
letet, amelyetaz y = 18— 3 x? egyenletil parabola és az y =k egyen-

letli egyenes fog kozre. Mekkora a keletkezo forgastest térfogata, ha
a) k=0; b) k=2, ¢) k=10; d) k=167

145. Forgassuk meg az x tengely koril azt a parabolaszeletet,
amelyet az x tengely és az y = ax— x* egyenletli parabola fog kozre.
Mekkora a keletkezd forgastest térfogata, ha

5
a) a=10; b) a=4; ¢)a=1; d) azg?

146. Mekkora annak a forgastestnek a térfogata, amelyet az
y = x3+ 8 egyenletii gorbe és a két koordinatatengely altal hatarolt
sikidom
a) x tengely koriili; b) y tengely koriili
forgatasaval kapunk?

6
147. Az y= — egyenletli gorbe két pontja: P(1; p) és Q(4; g). For-
X

gassuk meg

a) az x tengely koril; b) az y tengely koriil

azt a sikidomot, amelyet az adott gérbe és a PQ szakasz hatérol.
Mekkora a keletkezo forgastest térfogata?

148. Mekkora annak a forgistestnek a térfogata, amely az y = x*
és az y=|x egyenletli gorbe altal hatarolt sikidom
a) x tengely koriili; b) y tengely korili
“ forgatdsaval keletkezik?

149. Mekkora annak a forgdstestnek a térfogata, amely az

1
‘ y = Exz és az y=]/x egyenletli gorbe altal hatarolt sikidom



a) x tengely koriili; b) y tengely koruli
forgatasaval keletkezik?
150. Forgassuk meg az abszcisszatengely korul azt a sikidomot,

amelyet a -
[0;7] > R, x ~ [sinx

fliggvény grafikonja és az x tengely [0; 7] szakasza hatarol. Mekkora
a keletkezd forgastest térfogata?

151. Forgassuk meg az abszcisszatengely koriil azt a sikidomot,
amelyet a

[0;k] >R, x> sinx

fiiggvény grafikonja, az x tengely [0; k] szakasza és az x = k egyenletii
egyenes fog kdzre. Mekkora a keletkezd forgastest térfogata, ha
JE=Z k=Y k=2 gk=2
. 4’ 3" it 6
152. Forgassuk meg az abszcisszatengely koriil azt a sikidomot,
amelyet a

[0;z] - R, x cos (x— g)

fiiggvény grafikonja és a két koordinatatengely fog kozre. Mekkora
a keletkezd forgastest térfogata?

x2 2
153. Szamitsuk ki az v + yg = ] egyenletli ellipszis
a) x tengely koriili; b) y tengely koruli

forgatasaval 1étrejovo forgastest térfogatat.

154. Forgassuk meg a 2a nagytengely-, illetve 25 kistengelyhosszu-
sagu ellipszist a nagytengelyének az egyenese koril. Mekkora a
keletkezd forgastest térfogata, ha

a) a=5, b=4 c) a=60, b=30;
b) a=5 b=3; d) a=|8, b=}2?
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155. Az x*—y* = 25 egyenletii hiperbola és az x=13 egyenletii
egyenes egy sikidomot fog kozre. Mekkora térfogatu test keletkezik,
ha ezt a sikidomot megforgatjuk az

a) x tengely koriil; b) y tengely korul?

156. Forgassuk meg az x tengely koriil az alabbi egyenlétlenségek-
kel megadott sikidomokat, és szamitsuk ki a keletkezo forgastest
térfogatat.

a) y*’<10x, x=10;
b) +y* <325,
c) xy=10, 1=x<10, p=0;

X y
d) — — 'y =1, 4=x<5.
7[ n y L 7
157. Az x tengely [0; Z] szakasza, az x = 1 egyenletll egyenes ¢s

az y= f(x) egyenletii gorbe egy sikidomot zar kozre. Forgassuk meg
ezt a sikidomot az x tengely koriil és szamitsuk ki a keletkezd
forgastest térfogatat.

a) Dy =07, f@) = tgx,

b) D, = _0; Z: , f(x) = tg x cos x;

¢) D, = :0; Z: , f(x) = tg x cos? x;
d) D, = rO; %_ ; f(x) = tg xsin x.

158. Forgassuk meg az y>= x> egyenletli gorbe és az x= 1 egyenle-
tll egyenes altal hatarolt sikidomot
a) az x tengely koriil; b) az y tengely koriil,
és szamitsuk ki a keletkezé forgastest térfogatat.
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159. Forgassuk meg az y*> = (x—1)? egyenletli gorbét (6. dbra)
az x tengely koril, majd a keletkezd felilletet metssziik el az x
tengelyre a P(4; 0) pontban allitott merdleges sikkal. Mekkora a
keletkezo6 forgastest térfogata?

Y|
6.

6. dbra

160. Forgassuk meg az alabbi egyenlétlenségekkel jellemzett sik-
idomokat az y tengely koriil, és szamitsuk ki a keletkez6 forgéstestek
térfogatat.

a) y* £ 6x, 0<x<2;

b y* £ d—m, x>0

g 29 Osxs4

d) & 2y, —4<x<-2.

*161. Forgassuk meg az y>=24x és az x=6 egyenletli gorbékkel
hatarolt sikidomot
a) az x tengely;
b) az y tengely;
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¢) az y=12 egyenletii egyenes;
d) az x=6 egyenletil egyenes
koriil, és szamitsuk ki az el6allo forgastest térfogatat.

162. A cosinusgérbe és az y= —1 egyenleti egyenes a [—m; 7]

intervallumon egy sikidomot fog kozre:

a) Mekkora e sikidom teriilete?

b) Forgassuk meg e sikidomot az y= — 1 egyenletii egyenes koriil
és szamitsuk ki a keletkezd forgastest térfogatat!

*163. Forgassuk meg az y* = 4(2— x) egyenletli parabola és az y
tengely altal hatarolt sikidomot
a) az x tengely;

b) az y tengely;

c) az y= Vg egyenletil egyenes;

d) az x=2 egyenletll egyenes

kortil, és szamitsuk ki a keletkez6 forgastest térfogatat.

164. Egy téglalap oldalainak hossza a és b. Megforgatjuk a téglala-
pot az egyik, majd a masik oldal egyenese koriil. Hogyan aranylik
egymashoz a két el6allo test térfogata?

165. Egy derékszogli haromszog befogdinak a hossza a és b. Meg-
forgatjuk a haromszdget az egyik, majd a masik befogd egyenese
koriil. Hogyan aranylik egymashoz a két el6allo test térfogata?

166. Egy a alapu, & magassagu parabolaszeletet megforgatunk
a) a tengelye koriil;

b) az alapegyenese koriil;
¢) a csucsérintdje koriil; 4
d) egy, a sikjaban a tengelyt6l 3 tavolsagra levo egyenes koriil.

Mekkora a keletkez6 forgastest térfogata?

167. Egy forgasparaboloidbdl a tengelyére merdleges, a tengely-
ponttdl & tavolsagra 1évo sik R sugart kort metsz ki. Szdmitsuk ki
a keletkezo test térfogatat, ha

a) h=4, R=2;
b) h=6, R=12;
c) h=3, R=3;
d) h=10, R=1.



168. Egy vizzel telt, forgashenger alaku poharba tengelypontjaval
lefelé olyan forgasparaboloidot allitanak, amelynek » cm-es sugara
és h cm-es magassaga megegyezik a poharéval. Mennyi viz marad
a poharban, ha

a) h=10, r=5;
b) h=12, r=3;
c¢) h=16, r=§;
d) h=20, r=2.
169. Szamitsuk ki az r cm sugart gdbmb s cm magassagu szeletének
a térfogatat, ha
a) r=10, h=3;
b) r=10, h=10;
c¢) r=10, h=17,
d) r=4,6, h=23.
170. Az x*+y* < 81 egyenl6tlenséggel megadott korlemezt az

x= %3 egyenletli egyenesek harom részre bontjak. Forgassuk meg
mindharmat az x tengely koriil. Mekkora az egyes részek térfogata?

171. Az x*>+y? < 100 egyenlStlenséggel megadott korlemezt az
x=+2és az x= £ 6 egyenletil egyenesek Ot részre osztjak. Forgas-
suk meg valamennyit az x tengely koriil. Mekkora a keletkezd
gombszeletek és gombrétegek térfogata?

2 2
172. Forgassuk meg az 25 o Y = 1 egyenletil ellipszis, az x=k

és az x=1 egyenletll egyenes altal hatarolt sikidomot az x tengely
koriil. Mekkora a keletkez6 forgastest térfogata, ha

a) k=0, [=2; c) k=2, [=3;
b) k=0, [=3; d) k=-2, [=1?7
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2 2.
173. Mekkora az — + Z—z =1 (a; be R") egyenletii ellipszisnek
a

a) a nagytengely egyenese; b) a kistengely egyenese
koriili megforgatasaval keletkezett forgastest térfogata?

*174. A 7. dbrdn 16v6 testnek az x— y koordinatasikban levo lapja
olyan egyenlé szaru haromszog, amelynek alapja 21 cm, az ehhez
tartozd magassaga 30 cm hosszusagl. A test keresztmetszetei para-
bolaszeletek. (Valamennyi ugyanolyan széles mint amilyen magas,
vagyis az MK és a DE szakasz egyenl6 hosszisagu.) Hatdarozzuk meg
a test térfogatat.

D K E u
7. dbra

*175. Egy test alap-, illetve fed6lapja egy koordinita-rendszer
abszcisszatengelyére az A(1; 0), illetve a B(3; 0) pontban allitott
merdleges sikban van; az ezekkel parhuzamos sikmetszetek teriilete
forditottan aranyos a sik és az origé tavolsaganak a négyzetével. A 2
abszcisszahoz tartozo sikmetszet teriilete 27. Mekkora a test térfoga-
ta?
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6. Forgasfeliiletek felszine

176. Szamitsuk ki a 8. dbrdn 1athatd forgasklp felszinét, ha
a) r=3, m=4 c¢) =18, «a=30°
b) r=17, [=25; d) 1=29, m=20.

8. dbra

177. Forgassuk meg a

3—|x=3], ha xel0; 4]

[0; 14)—R, xH{6—|x—8}, ha xeld; 14]

fiiggvény grafikonjat az x tengely koriil, és szamitsuk ki a keletkezo
forgasfeliilet felszinét.
178. Forgassuk meg az x tengely koriil az

£10; 8]-R, x+-2x

fliggvény grafikonjat. Szamitsuk ki a keletkezo forgasfeliilet felszinét
az
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A= 27zljx»—»f(x) 14+ f2(x)

képletnek megfeleléen.
179. Forgassuk meg az x tengely koril az

1
i [0; 5]—>R, K 3

fiiggvény grafikonjat. Mekkora a keletkezd forgasfeliilet felszine!

180. Forgassuk meg az x?>+y? = r? egyenletli kort az x tengcly
koril. Szamitsuk ki a keletkezé gdmb felszinét a forgasfeliiletckic
vonatkozo képlet felhasznalasaval.

181. Szamitsuk ki egy 12 cm sugart gémb 3 cm magassagu gomb
siivegének a felszinét.

182. Forgassuk meg az x tengely koriil az x%+y? = 100 egyenlctii
kornek az x e [a; b] intervallumhoz tartozd ivét. Szamitsuk ki az
elallo gdombov felszinét, ha
a) a=0, b=4, c) a=—3, b=1
b) a=4, b=8; b) a=-9, b=-5.

#183. Vezessiink le képletet adott gdmbov és gombsiiveg felszinc
nek kiszamitasara.

7. Az integralszamitas fizikai
alkalmazasai

184. Egy egyenes palyan mozgd pont sebességfiiggvénye
v: [0; 10]-R, t~8t+10.

Mekkora utat tesz meg ez a pont? (Az idét s-ban, a sebessegcl
m/s-ban mérjiik.)
185. Egy egyenes palyan mozgd pont sebességfiiggvénye

v: [0; 12]-R, ¢t~ 5—g1
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- ahol g (n/s*) a nehézségi gyorsulas, az idSt s-ban, a kitérést m-ben
- mérjilk. Mekkora a pont kitérése?

186. Egy pont a [0; 20] iddintervallumban egyenes vonali mozgist
- végez, sebessége minden egyes ¢ id6pontban 12— 2¢.

- a) Melyik idépontban maximalis a pontnak a kezddponttdl valo
~ tavolsaga?

~ b) Mekkora ez a maximalis tavolsag?

187. Egy egyenes palyan mozgé test sebességfiiggvénye:

v: [0; 60] >R, ¢+ 2—3t+5,

a 0 id6épontban a kitérés 8. Irjuk fel a mozgas kitérésfiiggvényét.

- 188. Hatdrozzuk meg annak az egyenes vonalii mozgasnak az s
kitérésfiiggvényét, amelynél v a sebességfiiggvény, és a mozgas idd-
tartama a [0; 20] intervallum, ha
" a) s(0)=25, () =T,

b) s(0)=10, wv(®) = 5+2¢
) s0-13, w1

c) s(6)=13, ov(t) =—— —;

3 5
d) s(0)=0, v(t) = *-2¢

- 189. Egy pont egyenes palydn mozog a [— 10; 10] idéintervallum-
ban. Kitérésfiiggvénye az s, sebességfiiggvénye a v. Hatdrozzuk meg
az s fiiggvényt, ha

a) s(0)=0, o) = 2t—1;
b) s(—10)=0, v(t) = 5— %t;
¥ s(1)=5,3, () = 2,42 —6t+1;

d) s(2)=>50, o(t) = 12-168°.

- 190. Egy egyenes pélyan a [0; 15] idGintervallumban a v sebesség-
fiiggvény szerint mozgd pont kitérésfiiggvénye s. Mekkora a 2 és a
12 id6pontbeli helyzet tavolsiga, ha
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a) s(D=-1, o) =2t—2

b) s(6)=2, o(t) = 14—21
c) s(2)=17, o(t) = 3t%

d) s(H=-5 v(1)=04—28.

191. Melyik felesleges az el6z6 feladat adatai koziil?

192. Egy pont egyenes palyan a [0; 20] idéintervallumban 8 m/s*
gyorsulassal mozog, kezdbsebessége 100 m/s. A 10 s idépontban a
kezdSponttol 800 m tavolsagra van.

a) frjuk fel a mozgis sebességfiiggvényét.

b) frjuk fel a mozgas kitérésfiiggvényét.

¢) Mely idépontokban 0 a kitérés?

d) Mekkora a [7; 18] iddintervallumhoz tartozo kitéres?

193. Egy pont a [0; 20] iddintervallumban egyenes palyan mozog,
kitérésfiiggvénye s, sebességfiiggvénye v, gyorsulasfiiggvénye

a: [0; 20]-R, 1 kt+l

Hatarozzuk meg az s és a v fiiggvényt, ha

a) k=0, [=3, s(0)=0, v(0)=0;
b) k=4, [=0, s(0)=>5, v(0)=0;
c) k=6, =4, s(0)=5, v(0)= —10;
d) k=-36, [=20, s(0)=200, v(0)=75.

194. Egy egyenes palyan, a
v: [to; 4n]—R, 1~ —4sint

sebességfilggvénnyel mozgo pont az idémérés kezdetekor 2 m tavol-
sagra volt kiindulasi helyétol.
a) Irjuk fel a mozgas kitérésfiiggvényet!
b) Hatarozzuk meg a t, szamot, ha —n<t,<0.
¢) Mekkora a pont maximalis kitérése?
d) Mekkora a kezd6 és a véghelyzet tavolsaga?
195. Egy egyenes palyan a

v: [0; 3]-R, 1+ 97+4
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sebességfiiggvénnyel mozgd pont a 2 s idépontban a kiinduldsi
ponttol 24 m tavolsagra volt.
a) Irjuk fel a mozgés kitérésfiiggvényét.
b) Hatarozzuk meg a gyorsuldsfliggvényt.
c) Mekkora a pont maximalis kitérése?
d) Mekkora a kezdé és a véghelyzet tavolsaga?
196. A 9. dbrdn lathaté fiiggoleges lemez o stirliségli folyadékba
meril. Szamitsuk ki a ra hat6 hidrosztatikai nyomderdt az

b
F=ggfxm xf(x)

képlettel, ha a folyadék felszinét a koordinata-rendszer y tengelye
jelzi, és

a) og=10, J(x) = x+2;

b) og=10, J) = %+

1
c) 0g=12, i) = EXZQ
d) eg=12, fx) = Jx;
6
e) 0g=10, Jaa) ==
X

f) eg=10, f(x) = x>—6x+10;
Y




g) 0g=10, a=0, b=6, f(x)=6x—x%

h) gg=10, a=0, b=6, f(x)=]36—x%

197. Egy téglalap Gigy meriil vizbe, hogy az a hosszlisagl oldala
a viz felszinén van, a b hoszusagl pedig fiiggdleges.
a) Mekkora a téglalapra hato hidrosztatikai nyomoéers?
b) Bontsuk a téglalapot két részre a fiiggdleges kozépvonalaval.
Mekkora a két részre haté nyomoerd?
¢) Bontsuk a téglalapot két részre a vizszintes kozépvonalaval!
Mekkora a két részre haté nyomoers?
d) Bontsuk a téglalapot két részre az egyik atlojaval! Mekkora a ket
‘részre haté nyomoer6?
e) Bontsuk a téglalapot négy részre a két atlojaval! Mekkora az
egyes részekre hatdo nyomoer6?
f) Bontsuk a téglalapot nyolc részre az 4tldival és a kozépvonalai-
vall Mekkora az egyes részrekre haté nyomoderd?
g) Bontsuk fel a téglalapot egy vizszintes egyenessel két részre ugy,
hogy a részekre egyenld hidrosztatikai nyomoerd hasson.
h) Ellenérizziik, hogy a fenti esetekben a hidrosztatikai nyomoerd
egyenld a stlypont mélységének és a teriiletnek a szorzataval.
198. Szamitsuk ki azt a nyomder6t, amelyet a viz gyakorol egy 8 m
széles, 6 m magas, téglalap alaku zsilipkapura, ha a viz
a) a kapu felsé széléig ér; b) akapu fele magassagdig ér.
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199. Mekkora erdvel nyomja a viz azt a figgdleges, egyenld szaru
haromszoget, amelynek a 70 cm-es alapja a viz felszinén van, magas-
saga pedig 1 m (10. dbra)?

200. Egy félkor alaku fuggdleges lemez tgy meriil a vizbe, hogy
2,4 m-es atmérdje a viz felszinén helyezkedik el (11. abra). Mekkora
a ra hatd hidrosztatikai nyomoer6?

-1,2 0 12
1.2
xV
11. dbra
201. Mekkora hidrosztatikai nyomoer6 hat az a alapu, & magassa-

gu, egyenld szara hiromszog alaku fiiggdleges lemezre, amelynek a
tengelye merdleges a viz felszinére (12. dbra) és
a) alapja a viz felszinén, csticsa & mélységben van;

3h
b) alapja 2 cstcsa ) mélységben van;
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12. dbra
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12. dbra
¢) csucsa a viz felszinén, alapja h mélységben van;
h 3h
d) csucsa 2 alapja 'l mélységben van?

202. Egy viztarolo zarofala trapéz alaku, fels6 alapja 20 m, az also
10 m hosszlisigl, a trapéz magassaga 6 m. Mekkora a ra hatd
hidrosztatikai nyomoéerd, ha a tartaly tele van vizzel?

203. Egy szimmetrikus trapéz parhuzamos oldalainak hossza 7 cm
&s 12 cm, magassaga 5 cm. A trapéz fiiggblegesen folyadékba meriil
ugy, hogy a felso, rovidebb alapja 2 cm mélységben van (13. dbra).
Mekkora a ra haté nyomoerd, ha a folyadék stirtisége 1,17 kg/dm>?

"6 _315 0] 3!5 6

<

13. dbra
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204. A 14. dbrdn az y tengely folyadékfelszint jelez, az x tengely
fliggbleges és az x—y sikban levo trapéz a folyadékba meriil
(1 egység=1 dm). Mekkora a ra haté6 nyomoerd, ha a folyadék
stirtisége 1,17 kg/dm3?

6 2 jo 56

7
8
9
10

[ x
14. dbra

205. Egy félellipszis tigy meriil fiiggblegesen a vizbe, hogy 4 cm-es
kistengelye a viz felszinén van. Mekkora a ra hato hidrosztatikai
nyomoerd, ha az ellipszis nagytengelyének hossza 8 cm?

206. Egy benzintartaly all6 henger alak1, atmérGje 3 m, magassa-
ga 3,5 m. Mekkora a tartaly alap- és oldalfalara haté nyomoer6, ha
a benzin siirlisége 700 kg/m> és a benzinoszlop magassiga

a) lm; b)2m; ¢)3m; d) 3,5m?
207. Egy anyagi pont az F erd hatasa alatt az x tengelyen x,-bol

x,-be mozdul el. Faz [x,; x,]-on nemnegativ és folytonos. Szamitsuk
ki a végzett munkat a

W= |[F
képlet alapjan, ha b
a) Dp=R, Hx) =L x,=0, x,=24;
b) Dp=R7, Fx) = x; x, =1, x,=10;
¢) Dp=R, ) = %% m=1,  my=10

d) DF=R, F(x) = xz; x1= _10, x2=10;




P>—

e) Dp=R", F(x) = x3 =1, x,=10;
| #) Dp=[-30; 10], F(x) = x+30; o5 m=5:
| o) Do=[-28], F0)=16+6x—x% x=-2, x=8
) Dy=[-41], Fx)=4-3x—x% x=—-4 x=L

208. Egy pont az x tengelyen x,-t8l x,-ig mozog, az F erd hat ra.
Mekkora a végzett munka, ha

5 1
a) DF=]O’ 3]) F(x):8x+ ‘E; xl:i’ x2:2,
%
b) Dp=10; =], F(x) = 10 sin x; %y =0, T
3 . 3
c) DF=|:7Z; E:l , F(x) =3sinxcosx; X,=T7, x2=7;

d) Dp=[—mn], Flx)=|x|+sinx; x;=—7, X, =7
209. Egy anyagi pont az x tengelyen az
F:[0,2; 10]-R, x 3)5x—1

eré hatasa alatt mozog. Mekkora a végzett munka, amig a pont
x,-bbl az x,-be mozdul el, ha

a) x;=0,2, x,=1;
b) x;=1, X, =2;
¢) x;=2, X,=35;
d) x,=2, x, =107

#210. Egy fémrugd Osszenyomasdhoz szilkséges erd aranyos a
rugd rovidiilésével. Mekkora munkat végziink, ha 30 cm-rel nyom-
juk Ossze azt a rugot, amelynél a szitkséges erd minden 2 cm rovidii-
1és utan 50 N-nal né?

#211. Mekkora munkat végziink, ha 4 cm-rel nydjtunk meg egy
olyan rugot, amely 10 N terhelés hatdsara 1 cm-rel nyulik meg?
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*212. Mekkora munkat végziink, ha 6 cm-rel nylijtunk meg cpy
olyan rugoét, amelyet 2 N eré 1 cm-rel nyujt meg?

*213. Egy rugdé O végpontjat rogzitettiik, a masik végén levo
tomegpontot a rugd az O pont felé huzza (15. dbra). A huzoerd
aranyos az O-t6l vald tavolsaggal. Mekkora munka sziikséges ah-
hoz, hogy a pontnak az O-t6l vald tavolsaga b-rél a-ra csdkkenjen?

F

g

UUUUUUUU%}
a

15. dbra

0

*214. Az e, pozitiv és az e, negativ elektromos toltés tavolsaga r,
eqe
a kozottik levd vonzoerd F(r) = k—lz—Z (k e R). Mekkora a vég-
r

zett munka, mik6zben a két t6ltés tavolsaga r,-rol r,-re csokken?
215. Mekkora munka sziikséges ahhoz, hogy egy, a Fold felszinén

levé m tomegl testet sugariranyban a Foldtol % tavolsagra elmozdit-
sunk, ha R a Fold sugara? (A levegé ellenallasat hanyagoljuk el.)
a) k=10% b) k=10% ¢) k=2; d) k=1.

*216. Mekkora munkat végziink, ha egy R sugari félgdémbbdl
kiszivattytiizzuk a vizet?

*217. Egy henger alak( viztartaly atmér6je 1 m, a viz 2,8 m
magasan 4ll benne. A vizkivezeté-nyilas 3 m-rel a viz felszine folott
helyezkedik el. Szamitsuk ki azt a munkat, amellyel a viz a tartalybol
kiszivattyuzhato.

*218. Mekkora munkat végziink, amikor egy vizzel telt forgas-
kupbdl kiszivattyuzzuk a vizet, ha a kup fedékorének sugara R és
a mélysége H?
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*219. Egy valyu félbevagott forgashenger alaku, hossza g, sugari
R. Mekkora munkéaval lehet kiszivattyuzni a valyut megtoltd viz
mennyiséget (16. dbra)?

16. dbra

*220. Egy vizzel teli katlan forgasparaboloid alakli. Mélyscpc
0,5 m, fed8korének sugara 0,4 m. Szamitsuk ki a viz kiszivattytzas:
hoz sziikkséges munkat.
© 221. Egy vizzel teli, henger alaku edény alapteriillete 7=420 (cm”).
magassdga =40 (cm). Az aljan #(cm?) teriiletli nyilas van. Mennyi
idd alatt folyik ki a nyilason az egész vizmennyiség, ha

a) t=2; b) t=1; ¢)t=10; d) t=100?

(Utmutatas: A kifolyési sebeséget a v = p [/Z_gvx képlet adja, ahol A
(cm) a folyadékoszlop magassaga, 4 pedig konstans, amit a folyadck
mindsége, a nyilas alakja stb. hataroz meg. Vegyik itt a x£=0.,0
értéket.)

222. Hatarozzuk meg az f: [a; b]— R, nemnegativ, folytonos fligg
vény grafikonja és az x=a, x=b, y=0 egyenesek 4altal kozrefogoll
sikidom S (sy; s,) sulypontjat az

b

1
?xr—»xf(x) EJXHfZ(x)

a

S1= 3 S2=

X~ f(x)

Q= T

b
[ xef(x)
képletnek megfeleléen, ha
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1
a) a=0, b=8, f(x)= 5x+8;

b) a=0, b=1, f(x)=x%
¢)a=0,  b=1, f(x)=]|x;
d) a=-1, b=1, f(x)=1-x2

223. Hatarozzuk megaz y = x>+ 1, x=a, x=>b és y=0 egyenletii
gorbékkel hatdrolt sikidom sulypontjat, ha

a) a=0,b=1; c) a=2,b=3;
b) a=1, b=2; d) a=-2,b=2.

224. Hol van az alabbi egyenl6tlenségekkel meghatirozott sik-
idom sulypontja?

8.y £ x—x*, y20 c)y<d4-x*, yz0, x20

b)) ys4-xt  y=20, dyE =1, y=0 28x=5

225. Hatarozzuk meg egy adott
a) félkor;  b) negyedkor
sulypontjat.

226. Forgassuk meg a koordinata-rendszer abszcisszatengelye ko-
riil azt a sikidomot, amelyet az f: [a; b)]—>R, nemnegativ, folytonos
fiiggvény grafikonja és az x=a, x=5, y=0 egyenletll egyenesek
fognak kozre. Hatdrozzuk meg a keletkezd forgastest S (sq; 5,)
sulypontjat az

‘ I x> xf2(x)

Sy = $,=0

fxe/f2(x)

képleteknek megfelelden, ha
a) a=0, b=8, fx) =5;

b) a=-2, b=10, f(x) = x+4;

239




c) a=1, b=35, f(x) =5—x;
d) a=0, b=4,  f(x) = |x
e) a=0, b=2, f(x) = x%
f) a=—1, b=0, f(x) = 5x3;

. x+9, haxe[—9;0
g) a=-9, b=3, J&) = {9—x2 ha xe[]o' 3]];

. _ _ )4—1|x—2|, ha xe[0; 3]
B} &=8, =% e {S—x—S[, ha xe3; 7]

227. Hatarozzuk meg egy forgaskup sulypontjat!

228. Hatarozzuk meg egy félgomb sulypontjat!

229. Hatarozzuk meg egy félellipszoid sulypontjat!

230. Hatarozzuk meg egy forgasparaboloid sulypontjat!

231. Hatarozzuk meg az f: [a; b]— R, nemnegativ, folytonos fiigg-
vény grafikonja és az x=a, x=5b, y =0 egyenesek altal kézrefogott,
o striiségii lemeznek az x, illetve az y tengelyre vonatkozo I, illetve
I, tehetetlenségi nyomatékat az

1 b b
L=5e]x=/(, I=efxm )

képleteknek megfelelen, ha

a) a=0, b=10, f(x) = 4,

b) a=3, b=10, f(x) = 4
? c) a=2, b=9, f(x) = 4

d) g=0, b=6, [fe)=x+1:

e) a=—1, b=1, f(x)=1-x%

f) a=0, b=1, f(x)=1-x?%

g) a=0,  b=1, fx)=|x

h) a=1,  b=4, f(x)=4—|x—3|.
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232. Hatarozzuk meg egy téglalapnak az oldalegyeneseire vonat-
koz6 tehetetlenségi nyomatékat.

233. Egy egyenl$ szaru haromszog alapja 10 cm, szarai 13 cm
hossziak. Mekkora a haromszégnek
a) a szimmetriatengelyére; b) az alapegyenesére
vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka?

234. Egy derékszogli haromszog befogdinak hossza a, illetve b.
Mekkora a hdromszognek az egyes befogok egyenesére vonatkozod
tehetetlenségi nyomatéka?

235. Egy h magassagu parabolaszelet alapjanak a hossza a. Vig-
juk el a parabolaszeletet a szimmetriatengelyével. Mekkora a fél
parabolaszeletnek az alap egyenesére vonatkozo tehetetlenségi nyo-
matéka?

236. Forgassuk meg a koordinata-rendszer x tengelye koriil azt a
sikidomot, amelyet az f: [a; b]—»R, nemnegativ, folytonos fliggvény
grafikonja és az x=a, x=b, y=0 egyenletli egyenesek fognak kozre.
Hatarozzuk meg a keletkezd, ¢ striiségli forgastestnek a tengelyére
vonatkozé tehetetlenségi nyomatékat az

b
1= x 0 £

képlet szerint, ha

a) a=0, b=10, Jx) = 3;

b) a=2, b=10, f(x) = 3;

c) a=0, b=10, fx) = éx;
d) a=—1, b=6, f(x) = x+2;
e) a=0, b=1, ) = x;
f) a=0, b=100, f) =
g) a=0, b=1, f) = x%
h) a=0, b1, F) = 52,
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237. Szamitsuk ki az r sugaru, h magassagu
a) forgashengernek;
b) forgaskupnak;
c) forgésparaboloidnak
a tengelyére vonatkozé tehetetlenségl nyomatékat.
238. Igazoljuk, hogy
a) a forgashengernek;
b) a forgaskupnak;
c) a forgésparaboloidnak
a tengelyére vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka egyenesen aranyos
a test tomegével €s a sugar négyzetével.
239, Szamitsuk ki az R sugarti gombnek egy atmérdje egyenesere
vonatkozé tehetetlenségi nyomatékat (¢ legyen 27).
240. Igazoljuk, hogy egy gombnek az egyik atmérd egyenesere

5
vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka a tomeg 3 részének és a sugir

négyzetének a szorzataval egyenlo.

241. Igazoljuk, hogy ha egy 2a nagytengelyi, 2b kistengelyti ellip-
szist a nagytengely egyenese koriil megforgatunk, akkor a keletkezo
testnek a forgastengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka egye-
nesen aranyos a test tomegével €s a b2-tel. Szamitsuk ki ezt a tehetet-
lenségi nyomatékot.
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